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0.1 Dwumian Newtona (1642-1727).

Jednym z najwazniejszych i szeroko stosowanym wielomianem jest Dwumian

Newtona:

n __ n n 1.0 n n 11 n 1 n—1 n 01n
(a+0) —<0>a b +<1>a b+ +<n_1>a b +<n>a b

lub w X (sigma) notacji
(a‘l‘ b)n _ Z <n>an—k bk
im0 \k

Symbol Newtona <Z> okreslamy w terminach silni

nl=1%x2%x3%---x(n—1)x*n.

Mianowicie 2

) _
Napiszmy Dwumian Newtona dlan =1, 2, 3, 4, 5,

1
(a+b) = > <;> a'7FV = a + b,

k=0

<n> n! (k+1)(k+2)*---*x(n—1)n

2
(a+b)? = > <2> a?> % = a® + 2ab + b,

k=0 k

3
(a+b)? = > <l?::> a*>*b* = a® + 3a® b+ 3ab® + b®,
k=0

/4
(a+b)* = > <k‘> a* ™" = a* + 4a®b + 6a%V? + dab® + b,
k=0

> (5

(a+b)® = > <k‘> a®Fb* = a® + 5a'b + 10a3* + 10a?b* + 5ab® + 17,
k=0

Wiasnosci symbolu Newtona <Z>

0)= ()=

Powyzsza wlasno$¢ wynika bezposrednio z definicji symbolu Newtona.
Mianowicie obliczmy, ze

n n! n n!
<0> 0! % n! »  orez <n> n! * 0! 0

2Symbol Newtona opisany jest w projekcie Kombinatoryka

Pierwsza wlasnosc

TRk n—k)(n—k+D)xn—Fk+2) %% (n—1)n

(1)

(2)

n=1
n=2
n=23
n=4
n=>5



Druga wtasnosc to symetria

Istotnie, sprawdzamy, ze

n n! n! n
<n—Q:Rn—mmp4n—mﬂ:mmfkﬂ:<Q

Trzecia wtasnosc to suma symboli Newtona

() ()=

Przez proste obliczenia sprawdzamy powyzsza wlasnos¢ sumy symboli New-
tona

n B n! B n! >l<l{:—l—l
k N kl(n —k)! N (k+D!(n—k-=1)! n—k

n n!
<h+J a (k+1Dl(n—k— 1)

Sumujac stronami powyzsze rownosci, otrzymamy

n n B n! kE+1 n!
Q)+<k+J T G0k =k Gkt Dm—k—1)

n! k+1
= G koG Y
B n! n+1
T Gt (n—k—D n—k
(n+1)!
k+ 1)!(n— k)

_(n+1
o \k+1
Suma wspotczynnikow dwumianu Newtona
> ()=
o \k

Rzeczywiscie przez podstawienie a = 11 b = 1 do dwumianu Newtona otrzy-
mamy

11 =3 (Z) oLy (Z) — o,

k=0 k=0



0.2 Trojkat Pascala (1623-1662).

Trojkat Pascala tworza wspotczynnniki dwumianu Newtona.

Obliczajac wartosci wspotczynnikow dwumianu Newtona ze wzoru

n n!
(k:) T k(- k)

ktore podane sa nizej w tabeli

(a+0b)° 1

(a+b)t - 1 1

(a+b)? 1 2 1

(a+0)* - 1 3 3 1

(a+0b)* - 1 4 6 4 1

(a+b)> - 1 5 10 10 5 1
(a+0b)% -+ 1 6 15 20 15 6 1
(a+b)" 1 7 21 35 35 21 7 1

Wrtasnosci wspotezynnikow Newtona mozna tatwo odczytac z powyzszych tabeli.

Mianowicie, wlasnos¢ 1
n n
= = 1.
(0)= ()

jest widoczna, poniewaz skrajne wartosci w kazdym wierszy rownaja sie 1.
Rowniez jest widoczna w tabeli wlasnosc 2, symetria

(0)=15)

Tabele wartosci wspolczynnikow Newtona w n — tym wierszu tworzymay sto-
sujac wlasnosc 3, to jest wzor.

@ ' <kil> ) <Zﬂ>



Na przyktad, z wartosci juz obliczonych w wierszu n — 1 obliczmy wartosci w

wierszu n
n=1, = ll’ + = +1=2 =

won v (o) < s - ()
won v (o) < 2o 9
n=3, k=0, <§>+<i’> = 143=4 = (?)
n=3, k=1, ®+® = 34+3=6 = (;l)
n=3, k=2 ®+® = 3+1=4 = (g)

0.3 Jedomiany, dwumiany, trojmiany i wielomiany

Jednomianem nazywamy ciqg liczb lub cigg liczb i liter lub cigg tylko liter
polgczonych operacjg mnozenia.
Dla przykladu wymienmy kilka jednomianow

125 247, jedna liczba jest jednomianem
2x5%7, 3x4dxdH%x6%7,
3xaxb ax*xbxc,

dxxbxx*xy*z, Hraixb*c
152 xy?x2%  T*9xaxb°xabxy7.

Jasne, ze kazdy jednomian jest szczegolnej postaci wyrazeniem arytmetycznym,
jezeli zawiera tylko liczby lub jest szczegolnym wyrazeniem algebraicznym,
jezeli zawiera litery lub liczby i litery. Szczegolnym wyrazeniem arytmety-
cznym lub algebraicznym, gdyz tylko operacja mnozenia wystepuje w ich
okresleniu.
Dwumianem nazywamy sume dwoch jednomianow.
Na przyktad

a+b, a—b, a®+0b* 3z°+5y°

Podobnie trojmianem nazywamy sume trzech jednomianow.
Na przyktad

a+b+ec, 2% a3+ 4*xyd +5xx %y,
a?+2%axb+ b 2?2 — 2%z *xy+ o>

Ogolnie wielomianem nazywamy sume wielu jednomianow.
Natomiast, wielomianem stopnia n nazywamy sume jednomianow nastepujgces



postaci:
pu(r) =ag+arxx+ag* 2’ +ag* 2’ + - Fap x 2" +a, k2"

Wyrazy wielomianu piszmy rowniez w odwrotnej kolejnosci pomijajac znak
mnozenia .

-1 —2 2
Pn(®) = ap 2" + oy 2" F app 2" 4+ ag 27+ ay 2+ ag.

0.4 Wzory uproszczonego mnozenia

1. Dwumian, dwumian kwadratowy i trojmian kubiczny. Stosujac
dwumian Newtona latwo sprawdzamy nastepujace tozsamosci 2

(a+b)! = a+b, dwumian stopnian = 1
(a =+ b)? a?+2ab+ b dwumian kwadratowy n = 2
(a£b)? = a®>—3a2xb+3xaxb>£b  trojmian kubicznyn =3

Wzory na kwadrat sumy lub réznicy otrzymujemy przez mnozenie dwu-
mianu a £ b przez siebie.
Mianowicie, obliczmy

(a+b)?=(a+b)(a+b) = ala+0b)+bla+Db)
= a’+ab+ ba + b
= a®+ 2ab + b2,

(a—b*=(a—b)a—b) = ala—0b)—bla—Db)
= a*—ab—ba+V?

= a%— 2ab + b7,

(a+b)® =a® + 3a*b+ 3ab* +b*,  (a —b)* = a® — 3a%b + 3ab® — b°.

Podobnie sprawdzamy sze$cian sumy lub réznicy.

3Tozsamoscia nazywamy rownosé, ktora jest prawdziwa dla wszystkich wartosci parametrow. Tutaj
parametry oznaczone sa przez litery a i b



Mianowicie, obliczmy

(a+b)?=(a+b)(a+b)? = ala+b)*+bla+b)?
= a(a®+ 2ab + b*) + b(a* + 2ab + b?)
= (a®+2a%b + ab?®) + (ba® + 2ab?® + b?)
= a4+ 3a?b + 3ab® + 1?,

(a—0)*=(a—0b)(a—0)? = ala—>b)>—bla—Db)?
= a(a® — 2ab+ b*) — b(a® — 2ab + b*)
= (a®—2a*b + ab?) — (ba® — 2ab* + b?)

= a®— 3ab + 3ab® — b3,

3. Suma kwadratéw.
Suma kwadratow dwoch liczb rzeczywistych réznych od zera jest dodat-
nia i rowna sie zero wtedy i tylko wtedy, gdy obie liczby sa réwne zero.
Mianowicie, piszemy

a?+b?>0, gdy a#0 lub b#0,
a?+0=0, gdy a=01ib=0.

4. Réznica kwadratéw.
Réznica kwadratéw dwdch liczb rzeczywistych rozklada sie na czynniki
liniowe. Mianowicie, mamy

a® —b* = (a —b)(a+0).
Sprawdzamy ten wzér wykonujac mnozenie

(a—b)(a+b) =ala+b) —bla+b) = (a®+ ab) — (ba + b*) = a* — b°.

5. Suma szesScianéw.
Suma szescianéow dwaéch liczb rzeczywistych rozktada sie na iloczyn

a® 4+ b = (a+b))(a® — ab + b?).
Sprawdzamy ten wzér wykonujac mnozenie
(a+b)(a*—ab+b*) = a(a®— ab+ b?) + b(a® — ab + b?)

= (a®— a® + ab?) + (ba® — ab® + b*) = a® + b>.
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6. Réznica szeScianéw.
Réznica szescianow dwoch liczb rzeczywistych rozktada sie na iloczyn

a® — b = (a —b))(a* + ab + b?).
Sprawdzamy ten wzér wykonujac mnozenie

(a—b)(a®> +ab+b*) = a(a®+ ab+ b*) — b(a® + ab + b?)

= (a®+ a®b+ ab?) — (ba® + ab® + b)) = a® — 1>,

0.5 Cwiczenia
Przyklad 0.1 Wykonaj dziatanie
() (a+37 (@) (54
(i) (3a+2)% (iv)  (2z —3y)?,
Rozwiazanie. Stosujac wzory, obliczamy

ad.(i)  (2a+3)* = (2a)*+2(2a)3 + 3* = 4a® + 12a + 9.

sd.(i1) (§—4)2 = (§)2_2(§)(_4)_|_(_4)2

2 2 2
22
ad.(ii1) (Ba+2)? = (3a)®+ 3(3a)?2 + 3(3a)2% + 23

= 27a® + 54a® + 36a + 27.
ad.(iv) (22 —3y)* = (22)° —3(22)*(3y) + 3(22)(—3y)* — (3y)°
= 8x® — 36x%y + Hdxy? — 27y,

Zadanie 0.1 Wykonaj dziatania

. (5a+2)? y z? 2
(2) (20— 32 (17) (g - 1),
. 3 : 3r — 2y 4
() G2 () Gt
Zadanie 0.2 Uprosé wyrazenie
(z) (a2 + 62)(a3 _ bs)(as + b?’)
[(a40)%+ (a — b)?|(a® + ab + b?)(a® — ab + b?)

1+x+2%2+23
1+ 22

(i)




