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TEMAT 8: WIELOMIANY,

Wielomianem stopnia n z miennej x nazywamy wyrazenie algebraiczne nastepujacej postaci:
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Chapter 1

Wielomiany

Pod pojeciem wielomiany rozumiemy najprostrza klase funkcji o bardzo szerokim zakresie
zastosowan. W tym wielomiany stopnia n = 0,1, 2, 3, ..., m, jednej i wielu zmiennych, wielo-
miany interpolacyjne, wielomiany jako funkcje specjalne i dwumian Newtona.

Jasne, ze w programie szkoly podstawowe] nie wszystkie rodzaje wielomianéw wystgpuja, a
jezeli wystepuja to w bardzo elementarnej formie. W tym rozdziale wielomiany sa rozpa-
trywanew w najprostrzej postaci.

1.1 Jednomiany, dwumiany i tréjmiany

Jednomianem nazywamy cigg liczb lub cigg liczb i liter lub cigg tylko liter potgczonych op-
eracjg mnozenia.
Wymienmy kilka jednomianow

125 247,  jedna liczba jest jednomianem
2%5%7, 3x4+5%6x%7,

3xaxb ax*xbxc,

dxxbxxxyxz, bHxa®*bdxct

5xadxy? 25 Tx9xa* b xx8xy7.

Kazdy jedomian jest szczegélnym wyrazeniem arytmetycznym lub algebraicznym, gdyz
wystepuja w ich okresleniu liczby lub litery polaczone tylko operacja mnozenia.
Dwumianem nazywamy sume dwdch jednomianow.
Na przyklad

a+b, a—b, a®+b* 32°+5y°.

Podobnie trojmianem nazywamy sume trzech jednomianow.

Na przyklad
a+b+c, 2xxz+4xyS +5*T Y,
a?+2%xa*xb+ b2 22— 2%z xy+ 9>

1.2 Funkcja liniowa.

Funkcja liniowa, czyli wielomian stopnia n = 1 jest dwumianem szczegélnej postaci:
wi(zr) =ax+Db (1.1)

o wspolczynnikach a i b oraz zmiennej x.
Dwumian wi(x) = a  + b nazywamy funckcja liniowa, gdyz jej wykresem jest linia prosta.



Jezeli wspolczynnik a = 0 to funkcja liniowa jest stala, ktorej wykresem jest prosta réwnolegta
do osi . Funkcja liniowa ustala zalezno$¢ pomiedzy wspdtrzednymi z i y, ktéra piszemy

wi(z) =ax+b, ludb y=axr+b

—1

Wykres funkcji liniowej y = x — 1, w uktadzie wspolrzednych x, vy

Zauwazmy, ze linia prosta o réwnaniu y = & — 1 przechodzi przez punkty (0,—1), (1,0) i
przez punkt (2,1). Wartosci tej funkcji liniowej obliczamy nizej dla argumentu z = 0, 1, 2

wi(0)=0-1=-1, wy(1)=1-1=0, wi(2)=2—-1=1.

Przez dwa rézne punkty przechodzi doktadnie jedna prosta.
Roéwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty o wspélrzednych

(‘IOa yo)a (:Cla yl)
piszemy jako nastepujaca zaleznosé¢ wspétrzednej y od wspdhrzednej x:

Tr— X r — X

Y= Yo + Y1 (1.2)
o — T1 1 — Xo

Istotnie, gdy = = z¢ to y = yo lub gdy * = z1 to y = y1. To znaczy, ze punkty
(z0,90), (x1,y1) leza na prostej, gdyz ich wspdlrzedne speliaja réwnanie prostej.

Przyklad 1.1 Napisz réwnanie prostej przechodzgcej przez dwa punkty (zo,yo) = (—1,0)
i (z1,y1) = (0,1). Sprawd? ktéry z punktéw (1,1), (1,2) lezy na prostej.

Rozwiazanie:
Piszemy réwnanie prostej przechodzacej przez punkty

(anyO) = (_15 O) i (xlayl) = (Oa 1)
podstwiajac do wzoru (1.2) ich wspéhrzedne

T — T +x—x0 z—0 O+x+1 1 1
— = * * =T
Y {E()—.Ilyo xl—xoyl —-1-0 0+1

OdpowiedZ: Réwnanie prostej przechodzacej przez punkty (—1,0) 1 (0, 1)

y=x+1



Punkt (1, 1) nie lezy na prostej y = x + 1 poniewaz jego wspélrzedne nie spelniaja réwnania
1 # 1+ 1. Natomiast punkt (1,2) lezy na prostej y = z + 1 poniewaz jego wspdlrzedne
speliaja 2 = 14 1 (zobacz rysunek, nizej).

Rownanie prostej y =z +1

Wykres funkcji liniowej y = x + 1, w uktadzie wspolrzednych x,y
—1 ¢
1.2.1 Polozenie prostych |na plaszczyznie.

Funkcja liniowa
y=axr+b

okresla polozenie prostej na plaszezyznie (z,y). To znaczy punkt o wspérzednych (z,y) lezy
na prostej, jezeli y = ax + b.

-b
Funkcja liniowa y = ax 4 b przecina o$  w punkcie (—, 0) i przecina o$ y w punkcie (0, b).
a

Moéwimy, ze liczba x jest proporcjonalna do liczby y, jezeli y = ax lub Y — 4. Zatem pro-
x

porcjonalno$é dwéch wielkosci wyraza funkcja liniowa. Wtedy a # 0 jest wspdlczynnikiem
proporcjonalnosci.

Zauwazmy, ze prosta y = ax + b
e przecina of y, w punkcie (0,b), gdy = = 0, wtedy

y=ar+b=ax0+b=0
. , . b b
e przecina o x, w punkcie (——,0), gdy z = ——, wtedy
a a

b
y:ax—i—b:a(—a)—i-b:()-

jezeli a = 0 to y = b wtedy prosta jest réwnolegta do osi z

dwie proste o rownaniach
Yy = a1z + by, Y = agx + bo
przecinaja sie w punkcie (o, o), jezeli ten punkt spelia rénania tych prostych

Yo = a1To + by, i Yo = axTo + b2

dwie proste sa réwnolegle, jezeli a1 = az. Wtedy proste nie maja punktu wspdlnego
lub pokrywaja sie.



Przyklad 1.2 Podaj polozenie na plaszczyznie (x,y) dwdch prostych o rénaniach
y=z, y=l-ux
Znajdz ich punkty przeciecia z osiami x 1y oraz punkt przeciecia tych prostych.

Rozwiazanie. Prosta o réwnaniu y = x przecina o$ x i 0§ y w poczatku uktadu wspotrzednych
(0,0), wtedy x =01y = 0.
Podobnie, prosta o rownaniu y = 1 — z przecina o$ x, gdy y = 0, to znaczy 1 —x = 0, dla
x =1, w punkcie (1,0). Ta prosta przecina o$ y gdy x = 0, wtedy y =1 —0 =1 to jest w
punkcie (0, 1).
Dwie proste przecinaja sie w punkcie (z,y) gdy wspéhzedne tego punktu spelniaja oba
rownania, to znaczy

y=x, oraz y=1—=x

Skad przez podstawien y = x do drugiego réwnania znajdujemy

1 1
€ x’ € 3 € 2’ y 2
o .11
Zatem proste przecinaja si¢ w punkcie ( 3 5)
y=1—=x y=x—1
11
400 —1 0 1
Proste: y =2z, y=1-=z

Zadanie 1.1 Podaj potozenie na ptaszczyznie (x,y) dwdch prostych o rénaniach
y =2z —1, y=1-2zx
Znajd’z ich punkty przeciecia z osiami x i1y oraz punkt przeciecia tych prostych.

Zadanie 1.2 Napisz réwnanie prostej przechodzgcej przez dwa punkty (zo,yo) = (=1, —1)
i (z1,11) = (1,1). SprawdZ ktory z punktow (0,1), (2,2) lezy na prostej.

Zadanie 1.3 W ktorych punktach prosta y = —3x + 6 przecina osie wspotrzednych. Oblicz
warto$¢ tej funkcji liniowej dla x = 1. Sprawd? ktdry z punktéw (0,3), (2,0) lezy na prostej.

1.3 Funkcja kwadratowa
Funkcja kwadratowa jest okreslona wzorem
wo(r) =ax® +bx+c, lub y=az?+br+ec, a#0. (1.3)

W przypadku gdy wspétczynnik a = 0 funkcja y = bz + ¢ jest liniowa.
Dziedzing funkcji kwadratowej jest zbidr liczb rzeczywistych R. Natomiast, zbiér wartosci



funkcji kwadratowej zalezy od wspoélczynnikéw a, b, ¢ i nie jest calym zbiorem liczb rzeczy-
wistych.
Wyréznik funkceji kwadratowej. Wyrazenie

A =b% — 4ac,

nazywamy wyroznikiem funkcji kwadratowe;j.

1.3.1 Rownanie kwadratowe

Funkcja kwadratowa ma wartos¢ zero w punkcie xg, jezeli x¢ jest rozwigzaniem réwnania
kwadratowego
az? 4+ bxr +c=0.

Pierwiastki rownania kwadratowego wyznaczamy metoda starozytnych uzupelnienia wyrazenia
2
ax® +bx +c

do kwadratu.
Mianowicie, wyciagajac wspéczynnik a # 0 przed nawias otrzymamy

b
ax2+bx+c:a(x2+—x+f).
a a

b2
Nastepnie, dodajac i jednocze$nie odejmujac wyrazenie (2—)2 =12 piszemy wyrazenie
a a
kwadratowe w postaci kanonicznej
b b2 c b2 b b? — 4ac
ar? +bx+c=a(x’*+ -2+ -—+-——)=aflz+ =) - ———]
a 2a 4a?

402  a  4a?
~—— —_——— ——

W ten spodb otrzymalidmy posta¢ kanoniczng funkcji kwadratowe;j:

Postaé¢ kanoniczna funkcji kwadratowej.

b A
y=ar’+br+c=alr+—)*— =,
2a 4a
gdzie wyréznik A = b? — 4ac.
Pierwiastki réwnania kwadratowego. Z postaci kanonicznej funkcji kwadratowej tatwo
znajdujemy pierwiastki rownania kwadratowego. Mianowicie piszemy

b A
ar? +brx+c=alr+—)° - — =
2a 4a

Dla wyréznika A = b? — dac > 0 mozemy réznicg kwadratéw napisaé¢ w postaci iloczynu

b VA b VA

(+5-—-5 ) 2% " 9a

2a 2a )=0.

Skad wynikaja wzory na pierwiastki réwnania kwadratowego

b Vb2 —4 b Vb2 —4
xl—l-——iac:(), lub x2+——7a020
2a 2a 2a 2a

lub

—b — Vb2 —4dac ~ —b+ Vb? —dac

T = 2a , lub o 2q



Zauwazmy, ze w przypadku gdy wyréznik A = 0, funkcja kwadratowa jest pelnym kwadratem

b
ar? +bx+c=alx + —)>.
2a

Wtedy z powyzszych wzoréow otrzymujemy pierwiastek podwdjny

b o —b
—_— = 0 = = —
a(x + 2a) , T =122 = o
1.3.2 Wzory Vieta
Pierwiastki réwnania kwadratowego
az? +br4+c=0, a#0,
spelniaja nastepujace wzory Vieta:
Suma i iloczyn pierwiastkow
c
$1+$2:——, 1 * T2 = —.
a a

Istotnie, obliczamy

—b— Vb2 —4ac —b+Vb% —4dac b
X1 —+ To = —+ —_
2a 2a a
Podobnie iloczyn
—b — Vb2 —4ac —b+ Vb2 — dac
1 xxy = ) ( )

2a

2a
3)2 (\/ b2 — 4dac
2a 2a
b2 b% — dac _c

4a? 4a? a

= ?

Przyklad 1.3 ZnajdZ rownanie kwadratowe ktorego suma pierwiastkow rowna 3 @ iloczyn
pierwiastkow rowny 2.

Rozwiazanie. Stosujac wzory Vieta, piszemy
c
$1+$2:——:3, $1*$2:—:2.
a a

Skad znajdujemy

Zatem, mamy rodzine rownan kwadratowych
ar? —3ar+a =0
z parametrem a # 0 ktérych suma pierwiastkéw réwna jest 3, i iloczyn pierwiastkéw réwny

jest 2.

Zadanie 1.4 ZnajdZ rownanie kwadratowe ktorego suma pierwiastkow rowna 6 i iloczyn
pierwiastkow rowny 5.



1.3.3 Rozklad funkcji kwadratowej na czynniki pierwsze

Jezeli wyréznik A < 0 jest ujemny to réwnanie kwadratowe nie ma pierwiastkéw rzeczy-
wistych. Wtedy funkcja kwadratowa nie rozklada si¢ na czyniki liniowe.
W przypadku gdy wyréznik A > 0 funkcja kwadratowa rozklada sie¢ na czynniki liniowe.
Istotnie, wtedy mozemy przedstawi¢ funkcje kwadratowa jako réznice kwadratow

b VA

ax? +bx +c= al(x + %)2 — (E)Q]

Stosujac wzor na roznice kwadratéw otrzymamy rozklad funkcji kwadratowej na czynniki
liniowe

ax? +bx +c = al(z + b @)(x—i-i—i- @

2a 2a 2a 2a

Polozenie funkcji kwadratowej na plaszczyznie. Polozenie wykresu funkcji kwadra-

towej na plaszczyZnie we wspéhrzednych (x,y) wyznaczymy w nastepujacych przypadkach:

(1) a>0, A>0, A=0, A<O

)} = alz —a1)(x — x2)

(2) a<0, A>0, A=0, A=<0.

Yy
A>0 T
: PRI O’ Pierwiastek pod Ic’)jny

a>0

\ / \/
x
xl\/:@ 0 T1 = To

Funkcja kwadratdwa y = ax? + bz + ¢, a > 0.

W przypadku (2)
a<0, A>0, A=0, A<O0

polozenie wykresu tréjmianu kwadratowego

Pierwiastek podwdjny
A >0 a<0, A=0

;/ T A

Funkcja kwadratowa y = ax? + br +¢, a<0.

Z postaci kanonicznej funkcji kwadratowej wnioskujemy, ze
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e funkcja kwadratowa osiagga minimum réwne I jezeli wspolczynnik
a

a > 0 jest dodatni.

e funkcja kwadratowa osigga maksimum réwne “Ia jezeli wspétezynnik a < 0 jest
a
ujemny.

A
—, —— funkcja kwadratowa osigga mini-
2a" 4a

mum lub maksimum, gdyz wtedy w postaci kanonicznej

Istotnie, w punkcje minimum lub maksimum (—

b A
y=ar’+br+c=alr+—)*— =,
2a 4a
- b .o b . > " A
wyrazenie (r + —)“ = 0 dla x = ——, natomiast wartos¢ funkcji y = ——.
2a 2a 4a
Przyklad 1.4 Dia danej funkcji kwadratowej
y=2x?—6x+4

wykonaj nastepujgce operacje:
(a) ZnajdZ mniejsca zerowe funkcji
(b) Roztéz funkcje na czynniki liniowe
(¢) ZnajZz minimum funkcji
(d) Podaj wykres funkcji
Rozwiazanie. Wspélczynniki réwnaia: a =2, b = —6, ¢ = 4.

Obliczmy wyréznik réwnania
A=b"—4dac=6"—424=36—-32=4>0.
(a) Stosujac wzory, obliczmy pierwiaski réwnia

b VA G-V

_ =1
1 % 4 ’

—b=vVA 6+V1
2a 4

(b) Wedtug wzoru, funkcja kwadratowa rozklada sie na czynniki liniowe

2

ro =

y=a(rx—x1)(x —x2) = 2(x — 1)(z — 2).
(¢) Poniewaz wyréznik A =4 > 0 jest dodatni to funkcja kwadratowa ma minimum

A

=

1
2
. —b A 3 1
w punkcie (%, _E) = (=, —5)
Punkty (1,0) i (2,0) w ktdérych leza pierwiastki funkcji kwadratowej i punkt minimum
1

(5 — 5) wyznaczaja potozenie jej wykresu na plaszczyznie (z,y).
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d) Wykres funkeji y = 222 — 6z + 4
y Ny
A

Yy
a>0 A=4
. . .3 y
-1 Xr1— 1 3 Xro = 2
minimum = —%

Funkcja kwadratowa y = 222 — 6z + 4.

1.3.4 Nieréwnosci kwadratowe

Rozwiazanie nieré6wnosci kwadratowych odczytujemy z polozenia wykresu funkcji kwadra-
towej. Mianowicie, mamy nastepujace przypadki:

1. Dla a > 0, A > 0 funkcja kwadratowa y = ax? + bx + ¢ > 0 jest dodatnia poza
pierwiastkami: z < x1 oraz x > o, natomiast jest ujemna y = ax? + bz + ¢ < 0
pomiedzy pierwiastkami: 1 < z < zao.

2. Dla a < 0, A > 0 funkcja kwadratowa y = ax? + bxr + ¢ > 0 jest ujemna poza
pierwiastkami: x < z; oraz x > xo, natomiast jest dodatnia y = az? +bxr +¢ > 0
pomiedzy pierwiastkami: 1 < x < 9.

3. Dlaa > 0, A < 0 funkcja kwadratowa y = ax? + bz + ¢ > 0 jest nieujemna na catym
zbiorze liczb rzeczywistych dla —oo < x < oo.

4. Dlaa < 0, A <0 funkcja kwadratowa y = ax? +bx + ¢ < 0 jest niedodatnia na catym
zbiorze liczb rzeczywistych dla —oo < x < oo.

Przyklad 1.5 Rozwigz nastepujgce nieréwnosci i znajdz maksimum lub minimum wskazanej
funkcgi:

1) 2242+1>0, y=a2+z+1.

2) 222 42x—-1<0, y=—-22%2+2x—1,
3) z2—-5x+6>0, y=x?—5z+6,

(
(
(
(4

)
)
)
) —22242+1>0, y=-222+z+1

Rozwiazanie, (1). Okreslamy wspétczynniki i wyréznik funkcji

y=a?+z+1.
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Wspblczynniki:
a=1,b=1,c=1.
Wyrédznik:
A=V —4ac=1>—4x1x1=-3.

Poniewaz wspélczynnik @ = 1 > 0 jest dodatni i wyréznik A = —3 < 0 jest ujemny to
nierownosé

2 +x4+1>0,
jest prawdziwa dla —oo < = < 0.
Funkcja

y=a4+z+1

A 13
o= = (-5, 2)
Rozwiazanie, (2). Okreslamy wspétczynniki i wyréznik funkcji

. . 3 .
osigga minimum réwne — w punkcie (—

y=—22>+2zx—1.

Wspétczynniki: a = =2, b= 2, ¢ = —1.
Wyréimik: A = b? — dac =22 — 4% (=2) * (—1) = —4.
Poniewaz wspétczynnik a = —2 < 0 jest ujemny i wyréznik A = —4 < 0 jest ujemny to
nieréwnosé

222422 -1<0
tromia jest prawdziwa dla —oo < x < oo.

A 1
Funkcja y = —222 + 2z — 1 osiaga maksimum réwne 1 w punkcie (—2—, —4—) = (5, 1)
a a

Rozwiazanie, (3). Okreslamy wspétczynniki i wyréznik funkcji
y=x* -5 +6.

Wspétezynniki: a =1, b = -5, ¢ = 6.
Wyréimik: A =b? — dac = (=5)2 —4x1%6 = 1.
Poniewaz wyréznik A =1 >0, v/1 =1 jest dodatni to funkcja ma dwa rézne pierwiastki

-b—VA 5-1 —b+VA 5+1
xl = = = 2, x2 = = = 3
2a 2 2a 2
Zatem nieréwnosc¢
22 —5x+6>0
jest prawdziwa poza pierwiastkam to znaczy dla x < 2idlaxz > 3
-A -1 -b —A 5 —1

Funkcja y = 22 — 5z + 6 osiaga minimu réwne — = W punkcie (%, H) = (5, T)

Rozwiazanie, (4). Okreslamy wspétczynniki i wyréznik funkcji
y=—222+z+1,

Wspétczynniki: a = =2, b=1, ¢ = 1.
Wyrdimik: A =% —dac =12 — 4% (=2)x1 =09.
Poniewaz wspélezynnik a = —2 < 0 wyréznik A =9 >0, /9 = 3 jest dodatnia to funkcja

y=—22>+2x -1,
ma dwa rézne pierwiastki

-b—VvVA -—1-3 —b+vVA  —1+3 1
T = = =1, 29 = =

2a 2% (—2)

2 2x(-2) 2
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1
Zatem nieréwno$c¢ jest prawdziwa pomiedzy pierwiastkami to znaczy dla —— < x < 1.
-A 9 -b —A 19
Funkcja y = —222 4+ + 1 osiaga maksimum réwne — = ~ w punkcie (=—, —) = (=, =).
4a 8 2a" 4a 4°8
Zadanie 1.5 Rozwigz nastepujgce nierownosci i znajdz maksimum lub minimum wskazanej
funkcgi:

1) 22—2+1>0, y=a2—xz+1.

2) —322+62—-3<0, y=—322+6x—3.

3) 22 —-2-2>0, y=a%2—x—2.

(1)
(2)
3)
(4) —422+32+1>0, y=—422+3x+1.
Zadanie 1.6 Dla jakich wartosci parametru m funkcja kwadratowa
y=a24+2mx+m+1
jest dodatnia dla wszystkich rzeczywistych wartosci x € R.
Przyklad 1.6 Dia tréjmianu kwadratowego
y=a>—5x+6
(i) wyprowadZ postaé kanoniczng trédjmianu
(i) znajdZ jego pierwiastki i oblicz minimum tréjmianu

(#ii) narysuj polozenie trdjmianu na plaszczyinie kartezjariskiej.

Rozwiazanie:
(1) Wyréznik trémianu kwadratowego o wspétezynnikach a =1, b— =5, ¢ =6

A=0%—4dac= (-5 —41%6=25-24=1.

Proste przeksztalcenie tego tréjmianu prowdzi do postaci kanonicznej

-5 -5 5 1
2 2 2 2 2
=2 —-5z+6=2"-5 — 6—(—)'=(@—=)"—-.
y=22—Br 6= 50+ (P +6— ()= (- 5P -
Skad postaé kanoniczna tego tréjmianu
5., 1
y=(z— 5) VS
(44) Obliczmy pierwiastki tréjmianu z postaci kanonicznej lub bezposrednio ze wzoré.
Mianowicie posta¢ kanoniczna jest réznia kwadratéw, ktéra rozktadamy na czynniki
B 5, 1 5.9 1, 5 1 5 1
y=le- P -g=y=(-3 -Gl =G5 -5+
Skad obliczamy pierwiastki réwnania kwadratowego
5 1 5 1
r=g o=y ty)=0
5 1 5 1
——=—=)=0 lub ——+=-)=0
(b= -3)=0 b (-3+3)
5 1 5 1
n=gtg=s =5,
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Latwo obliczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego podstawiajac do wzoréw

b VA _ 5 VT, b VA 5 V1

T 2 2 2 7 T T2 2 2 2
Minimum tréjmianu kwadratowego obliczamy bezposrednio z postaci kanonicznej
5., 1
y=(z— 5) B
Jasne, ze wartos¢ tego tréjmianu jest najmniejsza, jezeli kwadrat
5.2
- =) =0
(-3)
5 o 1 . I . o1
Dla x = > wartosé y = e Zatem minimum tréjmianu kwadratowego rowne jest T
W Y
L
-b _ 5
2a T 2
-3 -1 0 1 2
—1 ¢ o 1
Minimum = 3

1.3.5 Przyklady
Przyklad 1.7 Rownanie kwadratowe

22 —4r+3=0

ma dwa pierwiastki rzeczywiste x1 i xo. Korzystajgc ze wzirow Viete oblicz wartosci wyrazen

algebraicznych
1 1
('rl +.TE2)2, x%—i_'r%a —+ —.
T T2
Rozwiazanie: wspdlczynniki réwnaniaa =1, b= —4, ¢ =3
Ze wzoréow Viete obliczmy sume i iloczyn pierwistkoow
-b —(—4 3
xl-{-xQ:_:M:zL, xl*xQZE:—:&
1 a 1

Skad obliczamy wartosci wyrazen algebraicznych
(14 22)2 =42 =16, 27 423 = (z1 + 22)? — 22120 = 16 — 2% 3 = 10.

oraz
1 1 xr1 + T2

T T2 1 * T2

4
3
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Przyklad 1.8 Dla ktérych wartosci parametru m réownanie
2 —2r4+m=0
ma dwa rozZne pierwiastki

Rozwiazanie: Réwnie
2 —2r+m=0

ma dwa rézne pierwiastki, jezeli wyréznik tego rowna jest dodatni

A =b%—dac=(—-2)% —4m > 0,
4—4m >0, 4m<4, m<l1.

Odpowieé: Réwnanie 22 — 2z + m ma dwa rézne pierwiastki dla parametru —oo < m < 1
Przyklad 1.9 Wyznacz wspotczynniki a, b, ¢ réwnania kwadratowego
az? +br4+c=0
ktore posiada dwa rzeczywiste pierwiastki x1 i xo takie, Ze ich suma i iloczyn sq dane
T+ a2 =17, xq1 *x x9 = 10.

Rozwiazanie: Korzystajac ze wzoréw Viete

—b

c
$1+{E2:—:7, $1*$2:—:10,
a a
znajdujemy nastepujace zwigzki
b= —Ta,; c = 10a.

Skad réwnanie
az® —Tax +10a =0, lub a(x® —7x+10)=0

spelia warunki zadania dla kazdego a # 0.

Przyklad 1.10 Wyznacz wspotczynniki a, b, ¢ rownania kwadratowego
az? +br4+c=0

ktore posiada dwa rzeczywiste pierwiastki xt1 =3 i o =8

Rozwiazanie: Korzystajac ze wzoréw Viete

b
G4 ae=34+8=11, 2 =11, a1%x9—=3%8=24 =94
a a

znajdujemy nastepujace zwigzki
b= —1la, c = 24a.
Skad otrzymujemy rownanie
az? —1lax +24a =0, lub a(z?—11x+24)=0

ktére posiada pierwiastki x1 = 3, xo = 8 dla kazdego a # 0.
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1.3.6 Zadania
Zadanie 1.7 ZnajdZ pierwiastki rownania

(i) 22 —3x+6 =0,

(ii) —22% 4+ 9z — 10 = 0,

(iii) 422 — 1224+ 9 = 0.
Zadanie 1.8 Dla ktorych wartosci parametru m rownanie

2?44 4+m—-4=0
ma dwa rozZne pierwiastki
Zadanie 1.9 Dla ktorych wartosci zmiennej x trojmian kwadratowy
y=a*+42x+3

jest dodatns.
Oblicz nagmniejszqg wartosé tego trojmianu kwadratowego.

Zadanie 1.10 Dla ktorych wartosci zmiennej x trojmian kwadratowy
y=—22>+52+3

jest ujemny.
Oblicz najwiekszg wartosé tego trojmianu kwadratowego.

Zadanie 1.11 Dla ktorych wartosci parametru m trojmian kwadratowy
y=a>+4x+m?

jest dodatni dla wszystkich wartosci zmiennej x.
Oblicz nagmniejszqg wartosé tego trojmiany kwadratowego.

Zadanie 1.12 Dla ktorych wartosci parametru m trojmian kwadratowy
y=—a>+3x—m,

jest ujemny dla wszystkich wartosci zmiennej x.
Oblicz najwiekszg wartosé tego trojmiany kwadratowego.

Zadanie 1.13 ZnajdZ rownanie kwadratowe ktorego suma pierwiastkow rowna 6 i iloczyn
pierwiastkow rowny 5.

1.4 Wielomiany stopia n

Wielomiany maja prosta strukture i stanowia wazna klase funkcji w zastosowaniach matem-
atyki. W istocie, wielomianami mozna approksymowaé¢ kazda funkcje ciagla z dowolna
doktadnoscia.

Wielomianem stopnia n z miennej x nazywamy wyrazenie algebraiczne nastepujacej postaci:
-1 —2
pn(x> =" + ap_12" T Fap 22" 4+ a1z + ao, (27 7£ 0.

Jezeli a,, = 0 to wielomian jest stopnia nizszego niz n
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1.4.1 Przyklady wielomianow

Wielomian stopnia n = 0 zmiennej x ma wartosé¢ stala réwna ag
po(z) = ap dla wszystkich wartosci x € (—00,00).
Na przyklad wielomian stopnia n =0
po(x) =8 dla wsztstkich x € (—00,00).

ma wartosé¢ stala, ap = 8 dla wsztykich wartosci rzeczywistych .
Wielomian stopnia n = 1 zmiennej z, funkcja liniowa

p1(x) = a1z + ag dla wszystkich wartosci x(—00,00).
Na przyklad wielomian stopnia n =1
pi(x)=5zx+7 dla z€ (—o00,00).

ma wspolczynniki a; =5, ag = 7.
Wielomian stopnia n = 2 zmiennej z, funkcja kwadratowa

pa(z) = agr + ay2® +ag  dlax € (—o0, 00).
Na przyklad wielomian stopnia n = 2
pa(z) =322 +4x+5  dla 2z € (—00,0).

ma wspolczynniki as = 3, a1 =4, ag = 5.
Wielomian stopnia n = 3 zmiennej z, wielomian kubiczny

p3(z) = azx® + asx® + ez + a9 dla x € (—o00, 00).
Na przyklad wielomian kubiczny
p3(z) =20 +32% + 42+ 5, dla x € (—o00,00).

ma wspolczynniki ag = 2, as = 3, a1 =4, ap = 5.
Podobnie wielomian stopnia n = 5 miennej z,

ps(z) = asx® + agz® + asz® + agzx® + ayx + ag,  dlaz € (—00, o).
Na przyklad wielomian stopnia n =5
ps(2) =225 =72 + 522+ 2, dla 2 € (—o0,0).
ma wspotczynniki a5 =2, ay = —7, a3 =0, az =5, a1 =0, ag = 2.
1.4.2 Operacje arytmetyczne na wielomianach.

Nastepujace twierdzenie jest prawie oczywiste:

Twierdzenie 1.1 Zbior wielomianow stopnia nie wiekszego niz n jest zamkniety ze wzgledu
na operacje dodawania i odejmowania.
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Istotnie, rozpatrzmy dwa nastepujace wielomiany
Pa() = apa™ +an12" "tk arz +ag, Ga(2) = bpa” +bp1z" T 4 bi + bo,

Znajdujemy sume lub réznice tych wielomiandéw przez grupowanie wyrazow przy tej samej
potedze

P () £ qn(2) = (an £ bp)x™ 4+ (an_1F bp_1)x" 4+ -+ (ay £ b1)x + (ap + by.)
Zauwazamy, ze w wyniku otrzymamy wielomian stopnia nie wigkszego niz n o wspéiczynnikachch
(079 + bn, An—1 + bnfl, ceeey A1 + ba, ap + bo.

Zatem, suma lub réznica wielomianéw stopnia co najwyzej n jest wielomianem stopnia co
najwyzej n. To znaczy, ze zbiér wielomiandéw stopnia co najwyzej n jest zamknigty na
operacje dodawania i odejmowania wielomianéw stopnia co najwyzej n.

Przyklad 1.11 Dodaj nastepujgce wielomiany
pa(x) =3z* —22° + 245, qs(x) =22°+ 52’ + 22+ 1,
Wykonujac dodawanie, otrzymamy wielomian
ra(r) = B+0)2*+ (-2+2)23+(0+5)22+ (1+2)z+(5+1)
= 32*+ 522432 +6.

stopnia n = 4 o wspotczynnikach ay = 3, a3 =0, as =5, a1 =3, ap = 6.

1.4.3 Dzielenie wielomianu p,(z) przez dwumian = — x

Wielomian p,,(z) stopnia n dzielimy przez dwumian x — xy stopnia n = 1 wedtug schematu
dzielenia podanego w nastepujacych przyktady:

Przyklad 1.12 Wykonaj dzielenie:
(@ —=1):(x—1) = 22+a2+1

Zauwaz, ze wykonujemy odejmowanie pod kreska.
Zatem wielomian 23 — 1 dzieli sig¢ przez dwumian z — 1 i wynikiem dzielenia jest tréjmian
2?4+ 1.
Sprawdzamy dzielenie wykonujac operacje odwrotna do dzielenia, to jest operacje odwrotna,
mnozenie

(x—D(@*+z+1) =422 —2>-1=2%-1

Istotnie, w wyniku mnozenia dzielnika x — 1 przez wynik dzielenia 2% + z + 1 otrzymali$my
dzielna 2% — 1.
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Przyklad 1.13 Wykonaj dzielenie:

(et =2 —22—2-2):(x-2) = 22 +22+2+1
xt — 223

g2

% — 222

2? —x

% — 22

Tz —2

z—2

0

Zauwaz, ze wykonujemy odejmowanie pod kreska.
Zatem wielomian x4 — 23 — 22 — 2 — 2 dzieli sie przez dwumian x — 2 i wynikiem dzielenia,
ktérym jest wielomian x3 + 22 +x + 1.

Sprawdzamy, ze
(-2 +a? 424+ 1) =a+23 42+ -223-22> — 20 —2=0at—2® — 22—z -2
Zadanie 1.14 Wykonaj dzielenie wedtug powyzszego schematu:

(z* —1): (z—1)

1.4.4 Dzielenie wielomianu p,(z) przez dwumian x — 7, z reszta.

Dzielenie wielomian6w jest rozszerzeniem algorytmu dzielenia liczb catkowitych. W powyzszych
przyktadach wykonalismy dzielenie wielomianu 3-go i 4-go stopnia przez dwumian x — xg
bez reszty, czyli reszta r = 0. Jednak nie zawsze tak jest. Naogél wielomiany dziely sig
przez dwumian z reszta r.

Poniewaz rozpatrujemy dzielenie wielomianu

pn(x):anxn‘kanflxnil+"'+a1$+a05 n>1,

tylko przez dwumian x — x( to reszta r jest liczba, wielomianem stalym stopnia zero.
Podobnie jak przy dzieleniu liczb catkowitych piszemy

T r
Pn(z) () 4+ ,
r — X Tr — X

n>1

- 3

gdzie g,—1(z) jest wielomianem stopnia n — 1 i r jest reszta z dzielenia.
Zatem wielomian p, () mozna zapisaé

Pn(t) = gn-1(z)(x — zo) + 7
Z powyzszej réwnosci wynika wzor na reszte, mianowicie r = p,, (o).
Przyklad 1.14 Wykonaj dzielenie

(22% + 323 — 42® + 5z +6) : (z — 3)
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(22 + 323 — 422 +52+6): (x —3) = 223+ 922+ 232+ 74
224 — 623
9x3 — 422
923 — 2722
2322 4 52
2322 — 69z
T4x + 6
Tdx — 222
226

Odpowiedz: Wielomian py(z) = 22* + 323 — 42% + 52 4 6 podzielony przez dwumian z — 3
daje wynik g3(z) = 223 + 922 + 232 + 74 z reszta 1 = 226.

Piszemy

226
= (22 + 92% + 232 + 74) + 3

pa()
r—3

lub
pa(x) = 22* + 32° — 42 + 52 + 6 = (22° + 927 4 23z + 74)(z — 3) + 226.

Skad reszta z dzielenia r = p4(3) = 226.

1.4.5 Pierwiastki wielomianéw. Twierdzenie Bezouta

Zera funkcji liniowej czy kwadratowej, czyli wielomianéw stopnia pierwszego i stopnia drugiego,
fatwo znajdujemy stosujac znane wzory podane w poprzednich paragrafach. Znane sa
rowniez wzory na pierwiastki wielomianéw trzeciego stopnia i czwartego stopnia. Wiadomo
jednak, ze nie istnieja wzory na okreslenie pierwiastkéw dowolnego wielomianu stopnia
wigkszego lub réwnego niz 5. Natomiast, wiadome sa kryteria znajdowania pierwiastkow
niektorych wielomianéw stopni wyzszych. Na przyklad wiadomo, ze jezeli jakis wielomian
o wspotczynnikach calkowitych ma pierwiastki caltkowite, wtedy te pierwiastki sa dziel-
nikami jego wspéiczynnika ag. To kryterium dotyczy tylko wielomianéw o wspdlczynnikach
catkowitych, ktére maja pierwiaski tez catkowite .

Usasadnienie tego kryterium jest proste. Mianowicie, niech catkowita liczba xg # 0 bedzie
pierwiastkiem wielomianu p,, (x) stopnia n o wspdlczynnikach tez catkowitych. Teraz pokazemy,
ze x¢ jest dzielnikiem wyrazu wolnego ag.

Zachodzi oczywista nastepujaca réwnosc:

T _ - a
pn( 0) :an«rg 1+an71x8 2+"'+a’1 +_0 :0 (14>
ZTo Zo

Pa(z0) =0,  oraz

2

Wyrazenie podkreslone nawiasem anngl +an_1xy "+ -+ aq jest liczba calkowita jako

suma iloczynéw liczb catkowitych. Z réwnosci (1.4) wynika, ze iloraz 90 e jest liczba
x

catkowita, gdyz suma jest zerem. Zatem pierwiastek x¢ jest dzielnikiem wyrazu wolnego ag.

Przyklad 1.15 Znajd? pierwiastki catkowite wielomianu

p3(z) =2® —2*+ -6
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Rozwiazanie. Zera wielomianu p3(z) = 2% — 22 + 2 — 6 = 0 szukamy wéréd dzielnikéw 2
lub 3 wspétczynnika ag = —6.

Sprawdzamy czy xo = 2 jest zerem tego wielomianu
p3(2) =2 -224+2-6=8-4+2-6=0

Dzielnik g = 2 jest zerem wielomianu py(z).
Teraz sprawdzamy czy zo = 3 jest zerem tego wielomianu

p3(2) =3 -324+3-6=27-9+3-6=12+#0

Dzielnik zg = 3 nie jest zerem tego wielomianu.
Zauwazmy, ze sa wielomiany dla ktérych zaden z dzielnikow wspélczynnika ag nie jest zerem.
Na przyklad wielomian

pa(z) = 2%+ 22 +8

nie ma zer rzeczywistych, gdyz wyréznik A = —28 jest ujemny.
Podstawowa informacja o pierwiastkach wielomianéw jest twierdzenie Bezouta.

Twierdzenie 1.2 Liczba x¢ jest pierwiastkiem wielomianu
Po() = ant"™ + ap_ 12" M+ Farx+ag, n>1,
wtedy i tylko wtedy gdy ten wielomian dzieli sie przez dwumian x — xg.

Dowéd. Zauwazmy, ze twierdzenie Bezouta jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na
to zeby liczba z¢ € R byla pierwiastkiem wielomianu.
Warunek konieczny znaczy:
Jezeli wielomian py,(x) jest podzielny przez dwumian x — xg to liczba xq jest pierwiastkiem
wielomianu, to znaczy pp(xo) = 0 oraz reszta r = 0.
Zatem niech wielomian p,(z) bedzie podzielny przez dwumian x — xg bez reszty. wtedy ten
wielomian ma postaé

pn(@) = (# — 20)qn-1(2)

gdzie g,—1(z) jest wielomianem stopnia co najwyzej n — 1.

Skad dla x = x¢ wynika ré6wnos¢ p,(xo) = 01 dlatego xq jest pierwiastkiem tego wielomianu.
Warunek dostateczny znaczy:

Jezeli liczba xg € R jest pierwiastekiem wielomian py,(x) to ten wielomian jest podzielny
przez dwumian x — xg z ressztg r = 0.

Wiadomo, ze dzielagc wielomia p,, (z) przez dwumian z — z¢ otrzymamy réwnosé

Pn(@) = qn-1(2)(z — 20) +7

gdzie ¢p—1(z) jest wielomianem stopnia n — 1.
Poniewaz x( jest zerem tego wielomianu, to znaczy pn(zo) = 0 oraz pn(z9) = r. Zatem
reszta 7 = 0. Wtedy z powyzszej réwnosci wynika posta¢ wielomianu

Pn(@) = qn-1(z)(x — 20)

w ktérej jest czynnik x — z¢ i dlatego wielomian p, () jest podzielny przez dwumian x — xg
z reszta v = 0.
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1.4.6 Rozklad wielomianu na czynniki

7 twierdzenia Bezouta wynika nastepujacy wniosek:
Whniosek. Niech liczby rzeczywiste x1, x2, ..., xx, k < n beda zerami wielomianu

pn(x> :anxn‘kanflxnil‘i‘"'+a1x+a05 n>1,
wtedy ten wielomian mozna zapisa¢ w postaci iloczynu
pn(e) = (z —a1)(x — 22) - - (& — Tk ) gn () (1.5)

n — k czynnikéw liniowych (x — 2;), i =1,2,..., k, 1 wielomianu ¢, _(x) stopnia n — k.
Istotnie dla k = 1 z tweierdzenia Bezouta wprost wynika iloczyn

Pn(®) = (& = 21)gn-1()

Stosujac powtérnie twierdzenie Bezouta do wielomianu ¢, —1(x) dla zera xo otrzymammy

rozklad
pn(2) = (. — z1) (2 — 22)qn—2(2)

Powtarzajac zastosowanie twierdzenia Bezouta dla nastepnych zer wielomianu p,,(z) otrzy-
mamy rozktad (1.5) wielomianu na czynniki liniowe i wielomianu g, —(z).
Zauwazmy, ze rozklad wielomianu stopnia n > 1

pn(x) = apx" + anflxnil + -+ a1z + aop, (27 7£ 0,
jest réwnowazny z rozkladem wielomianu
pn(@) =2"+ an12" '+ Farx+ag, n>1,

ze wspélezynnikiem a, = 1, gdyz wspélczynnik a, # 0 zawsze mozemy wyciagnaé przed
nawias.
Teraz z sformulujemy twierdzenie podstawowe o rozkladzie wielomianu naczynniki nierozkladalne:

Twierdzenie 1.3 Kazdy wielomian
pn({E):$n+an,1$nil+~~~+a1x+a0, n>1,

rozktada si¢ na czynniki liniowe v —xq lub czynniki kwadratowe x° +ayx +ag z wyréinikiem
a? — 4ag < 0 wjemnym. Ten rozktad jest jednoznaczny.

Nizej wyliczmy nastepujace metody rozkladania wielomianéw na czynniki:
Sposoby rozkladania wielomianéw na czynniki.

1. Roklad trémianu kwadratowego ax? + bz + ¢
Wyciaganie wspdlnego czynnika przed nawias
Sposob grupowania wyrazow

Stosowanie wzoréw uproszczonego mnozenia

DR R

Znajdowanie zer wielomianu o wspolczynnikach catkowitych.
Przyklad 1.16 Roztoz na czynniki wielomian kwadratowy

pa(z) = ax® + bx +c
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Rozwiazanie. Wielomian kwadratowy rozklada si¢ na czynniki w zaleznosci od znaku
wyréznika A = b? — 4ac. Mianowicie, jezeli wyréznik A > 0 jest nieujemny, wtedy ten
trojmian ma dwa pierwiastki rzeczywiste i rozklada sig¢ na czynniki

ar? +bx+c=a(x — x1)(x — x2)

Ten przypadek obejmuje réwniez pierwiastek podwdjny kiedy A =01 z1 = xs.
Jezeli wyréznik A < 0 jest ujemny to tréjmian ax? + bx + ¢ jest nie rozkladalny i wtedy
czynnikiem jest wyrazenie az? + bx + c.

Przyklad 1.17 Roztoz na czynniki nastepujgcy wielomian przez grupowanie wyrazow i wycigganie
wspolnego czynnika
p3(z) = 2® —22% — 42 +8

Rozwiazanie. Stosujemy kombinacje powyzszych sposobéw. W tym przypadku grupujemy
wyrazy pierwszy i drugi oraz trzeci i czwarty potem wyciagajaamy przed nawias x2 oraz 4,
W ten sosob otrzymamy

p3(x) =23 —222 —4x+8 = 2%(x—2)—4(x—2)
— (-2 - 1)

Dalej, stosujac wzér na rénice kwadratéw 22 — 4 = (z — 2)(x + 2) dostajemy rozktad tego
wielomianu na czynniki

p3(zr) =23 —222 —42+8 = 2%(x—2)—4(xz—2)=(z—2)(z?—4)
= (z-2)(z-2)(z+2) = (z—2)*(z+2).
Przyklad 1.18 Roztéz na czynniki nastepujgcy wielomian
p3(x) = 2% + 527 + 22+ 10

Rozwiazanie. Stosujemy kombinacje powyzszych sposobéw. W tym przypadku wyciagajac
przed nawias x2 oraz 5, otrzymamy

p3(x) =23 +522 +22+10 = 22%(z+5)+ 2(x + 10)
= (@+5)@*+2)
Poniewaz wyrazenie kwadratowe 2% +2 > 0 jest wszedzie dodatnie to rozklad tego wielomi-
anu na czynniki
p3(x) =23 +522 +22 —10 = 22%(z+5)+ 2(x + 10)

= (z+5)(a*+2)

zawiera czynnik liniowy = + 5 i czynnik kwadradratowy 22 + 2, ktéry jest nie rozktadalny.
Przyklad 1.19 Roziéz na czynniki nastepujgcy wielomian
pa(x) = 2 — 423 — 22 + 162 — 12

Rozwiazanie. W tym przypadku zer wielomianu o wspdlczynnikach catkowitych szukamy
wsrod dzielnikow —2,—1,1, 2, 3,4, 6 wyrazu wolnego ag = —12.
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1. Sprawdzamy czy dzielnik zo = —2 jest zerem tego wielomianu
pa(—=2) = (=2)* —4(=2)* = (-2)2 +16(-2) —12=16+32-4-32—-12=0
Zatem xg = —2 jest zerem tego wielomianu i wielomian zawiera czynnik x + 2.
2. Sprawdzamy czy dzielnik g = —1 jest zerem tego wielomianu
pa(—=1) = (=1)* —4(=1)3 = (=1)? +16(-1) —12=1+4—-1—- 16— 12 = —32 # 0.
Zatem xp = —1 nie jest zerem tego wielomianu.
3. Sprawdzamy czy dzielnik x¢g = 1 jest zerem tego wielomianu
pa(1) = (D) =413 - (1)2 +16(1)—12=1-4—-1+16-12=0
Zatem xg = 1 jest zerem tego wielomianu i wielomian zawiera czynnik x — 1.
4. Sprawdzamy czy dzielnik o = 2 jest zerem tego wielomianu
pa(2) = (2)* —4(2)° - (2)2 +16(2) —12=16-32-4+32-12=0
Zatem xg = 2 jest zerem tego wielomianu i wielomian zawiera czynnik x — 2.
5. Sprawdzamy czy dzielnik x¢ = 3 jest zerem tego wielomianu
pa(3) =(3)* —4(3)> = (3)2+16(3) —12=81—-108 —9+48 —12=0
Zatem xg = 3 jest zerem tego wielomianu i wielomian zawiera czynnik x — 3.
Odpowiedz: Rozktad wielomian ps(x) na czynniki liniowe
pa(z) =2 — 423 — 22 +162 — 12 = (x + 2)(z — 1)(z — 2)(z — 3).
Zadanie 1.15 Roztoz na czynniki nastepujgce wielomiany:

1. Tréjmian kwadratowy
pa(z) = 222 + 62 + 4

2. Wielomian
ps(z) = (333 —8)+ (3:2 —4)

3. Wielomian

pa(z) = 2 + 623 + 1222 + 11x + 6

1.4.7 Nierédwnosci wielomianowe

W tematach funkcje liniowe i kwadratowe opisane zostaly sposoby rozwigzywania nieréwnosci
linowych i kwdratowych. Teraz zajmiemy sig¢ rozwigzywniem nieréwnosci wyzszych stopni
n > 3.

Rozpatrzmy nastepuja nieréwnosé:

pn(@) = ant" + ap_12" "+ fax+ag >0 n>1, a, #0.

Rozwiazujac powyzsza nieréwnosé wykonujemy nastepujace czynnosci:
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1. Rozkladamy ten wielomian na czynniki

Pn(x) = an(r —21) (@ — 22)... (T — k) Gn-k(z), an #0.

W powyzszym rozkladzie dopuszczamy k pierwiastkow rzeczywistych wiaczajac pier-
wiastki wielokrotne, x1,29,...., 2k Zauwazmy, ze jezeli k = n to wielomian p,(x)
rozklada sie na czynniki lioniowe i ma wszystkie pierwiastki rzeczywiste x1, 2, ...., Tp.
Tutaj ¢n—r(x) jest wielomianem stopnia n — k nie rozkladalnym na czynniki liniowe.
To znaczy, ze wielomian ¢, () zawiera tylko czynniki kwadratowe postaci 22+ bx +c
z wyréznikiem A = b? — 4¢ < 0 ujemnym.

2. Zuwazamy, ze nierownosc
Pn(x) = an(r —21)(x — x2)....(T — k) gn—i(z) >0, an #0.
jest réwnowazna z nieréwnoscia
pr(z) = (x — 21)(x — 22)....(x — 2k )gn—k(x) >0, gdy a, >0,
lub z réwnowazna z nieréwnoscia
pr(z) = (x — z1)(x — 22)....(x — 2k ) gn—k(z) <0, gdy a, <DO0.

Poniewaz obie strony nieréwnogci zawsze mozemy podzieli¢ przez liczbe a,, # 0 rézna
od zera zachowujac kierunek nieré6wnosci gdy liczba a,, > 0 jest dodatnia i zmieniajac
zwrot nieréwnosci gdy liczba a,, < 0 jest ujemna.

3. Rozwigzanie odczytujemy z wykresu funkcji
e Przypadek a, > 01 wszystkie zera wielomianu z1, %2, ...,z sa rézne z; # z; dla

i

Na rysunku przyklad nieréwnosci dla wielomianu
ps(x) =22° — 2t —102° + 52 + 82 -4 >0, a5=2>0.

Rozkladamy ten wielomian na czynniki

psla) = (2 4 2)(x + 1)x — )@~z ~2) > 0

Odczytujemy zera 1 = —2, o = —1, 3 = %, re=1, x5 =2
y TN
VRN
, A -
“ . —
\\\\ - 4
Nieréwnosé¢ dla wielomianu ps(x) > 0.

Z rysunku odczytujemy rozwigzanie, to znaczy te przedzialy w ktorych wielomian jest
nieujemny:
Zatem, nieréwnos¢ ta jest prawdziwa dla z € [—2, —1] U [, 1] U [2, oc]
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e Przypadek a, < 01 wszystkie zera wielomianu z1, x2, ...,z sa rézne z; # z; dla
i 7.

Na rysunku przyklad nieréwnosci dla wielomianu
ps(z) = =225 + 2%+ 102% — 52 —8x +4 >0, as5=-2<0.
Rozkladamy ten wielomian na czynniki
1
ps(@) = =2z +2) (@ + (@ - )@ -1)(z-2) 20

Drzielac obie strony tej nieréwnosci przez —2, otrzymamy nieréwnosé przeciwna

réwnowazna
1
ps(z) = (z +2)(z +1)(z - )z -1z -2) <0
Odczytujemy zera x1 = —2, x9 = —1, x3 = %, r4 =1, x5 = 2 1 zaznaczmy te
zera na nizej podanym rysunku
Y —
- N
~
/\ / AN
- . \\_—_ //////
\\\\__,//

Nieréwnosé dla wielomianu ps(z) < 0.

Z rysunku odczytujemy rozwigzanie to znaczy te przedzialy w ktérych wielomian
jest niedodatni:
Zatem nieréwnos¢ ta jest prawdziwa dla z € [—oo, —2] U [—1, 3] U [1,2].

e Przypadek gdy wielomian ma wielokrotne zera. Wtedy wykres wielomianu nie
przecina osi z, jezeli krotno$¢ jest parzysta 2,4.,6...;
Natomiast, jezeli krotnosé jest nie parzysta to wykres wielomianu przcina o$ x.
Przypadek wielokrotnych zer wyjasnimy na nastepujacym przykladzie:
Rozwiaz nier6wnosé:

p3(z) =2® =22 + 32— 1>0
Rozkladamy ten wielomian na czynniki
p3(z) = (z - 1)(z+1)2>0

Nastepnie odczytujemy zera x1 = —1, oraz powdwdjne zero xo = 1. Zaznaczmy
te zera na rysunku Y

\podwéj ne zero

*,
5,

/
/
N /

Nieréwno$é dla wielomianu ps(x) > 0. Zero podwéjne w punkcie x = 1.
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Z rysunku odczytujemy rozwigzanie to znaczy te przedzialy w ktérych wielomian
jest nieujemny:
Zatem nier6wnosé ta jest prawdziwa dla x € [—1, 0]



