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TEMAT 20: TYGONOMETRIA,

Ko lo trygonometryczne. Dla wszystkich ka̧tów o wartościach rzeczywistych, ujemnych lub
dodatnich, funkcje trygonometryczne definiujemy w kole trygonometrycznym.
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sin α = |AB| sin(α + 90o) = |AB|

cos α = |OA| cos(α + 90o) = −|OA|
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Ko lo trygonometryczne

sin(α + 180o)

cos(α + 180o )

α + 180o

sin (α + 180o) = −|AB|

sin(α + 270o) = −|AB|

cos(α + 270o) = |OA|

cos (α + 180o) = −|OA|

trzecia ćwiartka III czwarta ćwiartka IV
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1.4.4 Wzory ka̧ta podwójonego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.4.5 Wzory ka̧ta po lówkowego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.4.6 Funkcje trygonometryczne po lowy ka̧ta . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Chapter 1

Trygonometria

Trygonometria to wiedza o zwia̧zkach miarowych pomiedzy bokami i ka̧tami trójka̧tów.
Takie znaczenie s lowa Trygonometria by lo używane w czasach starożytnych w Babilonie,
Egipcie i Grecji.

1.1 Funkcje trygonometryczne

• sin α, czytamy sinus α, cos α, czytamy cosinus α,

• tg α lub tan α, czytamy tangens α,

• ctg α lub ctg α, czytamy cotangence α,

• sec α, czytamy secant α, csc α, czytamy cosecant α,

• sinh α =
eα − e−α

2
, czytamy sinus hiperboliczny α,

• cos α =
eα + e−α

2
, czytamy cosinus hiperboliczny α

Funkcje trygonometryczne określamy w trójka̧cie prostoka̧tnym lub na kole trygonome-
trycznym.
Rozpatrzmy trójka̧t prostoka̧tny 4ABC o wierzcho lkach A, B, C przyprostpka̧tnych AC i
BC oraz przeciwprostoka̧tnej AB.

3
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1

︸ ︷︷ ︸
przeciwprostokatna c

A
B

C

γ =
π

2
przyprostokatna → b a ← przyprostokatna

α β

D lugości przyprostoka̧tnych i przeciwprostoka̧tnej oznaczamy ma lymi literami, piszemy

a = |BC|, b = |AC|, c = |AB|.

Defimnicja 1.1 Sinus ka̧ta α to stosunek przyprostoka̧tnej a leża̧cej naprzeciw ka̧ta α do

przeciwprostoka̧tnej c

sin α =
a

c

Defimnicja 1.2 Cosinus ka̧ta α to stosunek przyprostoka̧tnej b przyleg lej do ka̧ta α do

przeciwprostoka̧tnej c

cos α =
b

c

Defimnicja 1.3 Tangens ka̧ta α to stosunek przyprostoka̧tnej a leża̧cej naprzeciw ka̧ta α

do przyprostoka̧tnej b przyleg lej do ka̧ta α

tgα =
a

b
lub tanα =

a

b

Defimnicja 1.4 Cotangens ka̧ta α to stosunek przyprostoka̧tnej b leża̧cej przyleg lej do ka̧ta

α do przyprostoka̧tnej a leża̧cej na przeciw ka̧ta α

ctgα =
b

a
lub ctgα =

a

b

Defimnicja 1.5 Secant ka̧ta α to odwrotność sinusa ka̧ta α. Zatem

secα =
c

a

Defimnicja 1.6 Cosecant ka̧ta α to odwrotność cosinusa ka̧ta α. Zatem

secα =
c

b

Zauważmy, że odwrotność tangensa ka̧ta α równa jest cotangensowi ka̧ta α i odwrotność
cotangensa ka̧ta α równa jest tangensowi ka̧ta α

1

tgα
= ctgα,

1

ctgα
= tgα

1W matematyce wyższej funkcje trygonometrytczne okeślane sa̧ przez szeregi potȩgowe
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Przyk lad 1.1 Podaj wartości funkcji trygonometrycznych określonych w trójka̧cie pros-

toka̧tnym o bokach a = 3, b = 4, c = 5

Rozwia̧zanie. Ka̧ty tego trójka̧ta prostoka̧tnego α = 30o, β = 60o, γ = 90o

sin α =
3

5
, cos α =

4

5
, tg α =

3

4
,

ctg α =
4

3
, secα =

5

3
, cscα =

5

4
.

Zauważmy, że określenie funkcji trygonometrycznych w trójka̧cie prostoka̧tnym dotyczy
tylko ka̧tów

0 ≤ α ≤ 90o lub w mierze lukowej 0 ≤ α ≤ π

2
.

Ponieważ ka̧ty α i β w trójka̧cie prostoka̧tnym zmieniaa̧ siȩ od zera do ka̧ta prostego. W
tym dla α = 0 cotangens i secant sa̧ nieokreślone.

Również dla α =
π

2
tangens i cosecant nie sa̧ określone.

Niżej podamy deficje funkcji trygonometrycznych na kole trygonometrycznym. Funkcje si-
nus i cosinus określone sa̧ dla wszystkich wartości rzeczywistych argumentu α ∈ {−∞,∞}.
Natomiast funkcje tangens określona jest dla rzeczwistych wartości argumentu α 6= kπ

2
, k = 0, 1, 2, ....;

a funkcja cotangens określna jest dla wszystkich rzeczywistych warto.sci agumentu α 6=
kπ, k = 0, 1, 2, 3, ...;

Wartości funkcji sinus i cosinus leża̧ w przedziel domkinȩtym [−1, 1]. wartości funkcji tan-
gens i cotanges przebiegaja̧ ca ly zbió liczb rzeczywistych od minus nieskończoności −∞ do
plus nieskończoności ∞.

Znak wartości fukcji trugonometrycznych zależy od ćwiartki pierwszej I, drugiej II, trzeciej
lub czwartej IV do której należy argument α.

Dla okeślenia znaku wartości funkcji trygonometrycznych stosujemy heurystyczna̧ zasadȩ:

W pierwszej ćwiarte wszystkie sa̧ dodatnie sinus, cosinus, tangens i cotangens, w drugie tylko

sinus jest dodatni, w trzeciej tangens i cotangens sa̧ dodatnie, a w czwartej tylko cosinus

jest dodatni.

Zadanie 1.1 Oblicz wartość wyrażenia trygonometrycznego

(i) sin
π

6
+ cos

π

6

(ii) tg
π

6
+ ctg

π

6

Zadanie 1.2 Oblicz wartość wyrażenia trygonometrycznego

(i) sin
4π

3
+ cos

4π

3

(ii) tg
4π

3
+ ctg

4π

3

Zadanie 1.3 Oblicz wartość wyrażenia trygonometrycznego

sinπ
4 + cosπ

4

tg π
4

+ ctg π
4
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1.2 Ko lo trygonometryczne.

Dla wszystkich ka̧tów o wartościach rzeczywistych, ujemnych lub dodatnich, funkcje try-
gonometryczne definiujemy w kole trygonometrycznym.

-
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︸ ︷︷ ︸
R=1

↑0

BB

A

y

sin α

cos α

α

Ko lo trygonometryczne

pierwsza ćwiartka I

sin α = |AB|

cos α = |OA|

Ko lo trygonometryczne

druga ćwiartka II

sin(α + 90o) = |AB|

cos(α + 90o) = −|OA|
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︸ ︷︷ ︸
R=1

sin(α + 90o)

cos(α + 90o)

↑0

B B

-A

y

x

α + 90o

A

-

6

︸ ︷︷ ︸
R=1

↑
←

0

-B -B

B

α

punkt B = (x1, y1)

-A

y

x x

Ko lo trygonometryczne

sin(α + 180o)

cos(α + 180o )

α + 180o

sin (α + 180o) = −|AB|

cos (α + 180o) = −|OA|

trzecia ćwiartka III

A
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︸ ︷︷ ︸
R=1

↑0

-B

B

-B punkt B = (x1, y1)

A-A

y

x x

Ko lo trygonometryczne

sin(α + 270o)

cos(α + 270o)

α + 270o

sin(α + 270o) = −|AB|

cos(α + 270o) = |OA|

czwarta ćwiartka IV

Defimnicja 1.7 Sinus ka̧ta α to stosunek wspó lrzȩdnej y1 do promienia R

sin α =
y1

R

Defimnicja 1.8 Cosinus ka̧ta α to stosunek wspó lrzȩdnej x1 do promienia R

cos α =
x1

R

Defimnicja 1.9 Tangens ka̧ta α to stosunek wspó lrzȩdnej y1 do wpsó lrzȩdnej x1

tg α =
y1

x1
, x1 6= 0,

Defimnicja 1.10 Cotangens ka̧ta α to stosunek wspó lrzȩdnej x1 do wpsó lrzȩdnej y1

ctg α =
x1

y1
, y1 6= 0,

Defimnicja 1.11 Secant ka̧ta α to odwrotność sinusa ka̧ta α. Zatem

sec α =
R

y1
, y1 6= 0,

Defimnicja 1.12 Cosecant ka̧ta α to odwrotność cosinusa ka̧ta α. Zatem

csc α =
R

x1
, x1 6= 0.

Ponieważ secant i cosecant określone sa̧ przez sinus i cosinus, dlatego dalej wystarczy roz-
patrywać cztery funkcje trygonometryczne sinus, cosinus, tangens i cotangens.

1.2.1 Wzory redykcyjne

Wprost z definicji funkcji trygonometrycznych zauważamy, że wszystkie funkcje sa̧ nieujemne
w pierwszej ćwiartce ko la trygonometrycznego, gdyż dla ka̧ta

0 ≤ α ≤ 90o,
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wspó lrzȩdne punktu p = (x1, y1) sa̧ nieujemne, to jest x1 ≥ 0, y1 ≥ 0 i promień R > 0.
W drugiej ćwiartce tylko sinus (sin α ≥ 0), jest nieujemny, gdyż wspó lrzȩdna y1 ≥ 0.
W trzeciej ćwiartce tangens i cotanges (tgα ≥ 0, ctgα ≥ 0), sa̧ nieujemne, gdyż obie

wspó lrzȩdne x1 ≤ 0, y1 ≤ 0 sa̧ ujemne i wtedy iloraz (
y1

x1
≥ 0) lub (

x1

y1
≥0).

W czwartej ćwiartce tylko cosinus (cos α ≥ 0) jest nieujemny, gdyż wspó lrzȩdna x1 ≥ 0.
W tej pozycji ka̧ta α, z wykresu ko la trygonometrycznego odczytujemy wartości funkcji
trygonometrycznych zapisane w niżej podanej tabeli

0 ≤ α ≤ 90o sin α ≥ 0 cos α ≥ 0 tgα ≥ 0 ctgα ≥ 0
90o ≤ α ≤ 180o sin α ≥ 0 cos α ≤ 0 tgα ≤ 0 ctgα ≤ 0

180o ≤ α ≤ 270o sin α ≤ 0 cos α ≤ 0 tgα ≥ 0 ctgα ≥ 0
270 ≤ α ≤ 360o sin α ≤ 0 cos α ≥ 0 tgα ≤ 0 ctgα ≤ 0

Funkcje trygonometryczne dowolnego ka̧ta α osia̧gaja̧ już w pierwszej ćwiartce ko la try-
gonometrycznego wszystkie możliwe wartości bezwzglȩdne ( z dok ladnościa̧ do znaku). Za-
tem, inne wartości różnia̧ siȩ od nich jedynie znakiem. Te różnice ustalaja̧ wzory redukcyjne,
które podajemy niżej.
Najpierw, zauważmy, że jeżeli ka̧t 0 ≤ α ≤ 90o leży w pierwszej ćwiartce to ka̧t 90o− α też
leży w pierwszej ćwiartce oraz ka̧t 90o+α leży w drugiej ćwiartce. Natomiast, ka̧t −α leży w
czwartej ćwiartce. W tej pozycji ka̧ta α, z wykresu ko la trygonometrycznego odczytujemy
wartości funkcji trygonometrycznych zapisane w niżej podanej tabeli

sin(90o − α) = cos α sin(90o + α) = cos α sin(−α) = − sin α

cos(90o − α) = sin α cos(90o + α) = − sin α cos(−α) = cos α

tg(90o − α) = ctgα tg(90O + α) = −ctgα tg(−α) = −tgα

ctg(90O − α) = tgα ctg(90O + α) = −tgα ctg(−α) = −ctgα

Teraz, zauważmy, że jeżeli ka̧t 0 ≤ α ≤ 90o leży w pierwszej ćwiartce to ka̧t 180o − α leży
w drugiej ćwiartce oraz ka̧t 180o + α leży w trzeciej ćwiartce.

sin(180o − α) = sin α sin(180o + α) = − sin α

cos(180o − α) = − cos α cos(180o + α) = − cos α

tg(180o − α) = −tgα tg(180O + α) = tgα

ctg(180O − α) = −ctgα ctg(180O + α) = ctgα

Zauważmy podobnie, że jeżeli ka̧t 0 ≤ α ≤ 90o leży w pierwszej ćwiartce to ka̧t 270o−α leży
w trzeciej ćwiartce oraz ka̧t 180o + α leży w czwartej ćwiartce. Zatem, mamy nastȩpuja̧ce
wzory redukcyjne:

sin(270o − α) = − cos α sin(270o + α) = − cos α

cos(270o − α) = − sin α cos(270o + α) = sin α

tg(270o − α) = −tgα tg(270O + α) = −ctgα

ctg(270O − α) = −ctgα ctg(270O + α) = −tgα
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Niżej w tablicy podajemy zebrane wzory redukcyjne w mierze  lukowej ka̧tów.

Ka̧t sinus cosinus tangens cotangens
π

2
− α sin( π

2
− α) = cos α cos( π

2
− α) = sin α tg( π

2
− α) = ctgα ctg( π

2
− α) = tgα

π

2
+ α sin( π

2
+ α) = cos α cos( π

2
+ α) = − sin α tg( π

2
+ α) = −ctgα ctg( π

2
+ α) = −tgα

π − α sin(π − α) = sinα (cos π − α) = −cosα tg(π − α) = −tgα ctg(π − α) = −ctgα

π + α sin(π + α) = −sinα cos(π + α) = −cosα tg(π + α) = tgα ctg(π + α) = tgα
3π

2
− α sin( 3π

2
− α) = −cosα cos( 3π

2
− α) = −sinα tg( 3π

2
− α) = ctgα tg( 3π

2
− α) = tgα

3π

2
+ α sin( 3π

2
+ α) = −cosα cos( 3π

2
+ α) = sinα tg( 3π

2
+ α) = −ctgα ctg( 3π

2
+ α) = −tgα

2π − α sin(2π − α) = −sinα cos(2π − α) = cosα tg(2π − α) = −tgα ctg(2π − α) = −ctgα

1.3 Zadania

Zadanie 1.4 D lugości boków trójka̧ta prostoka̧tnego 4ABC sa̧ równe, odpowiednio

a = |BC| = 6, b = |AC| = 8, c = |AB| = 10

Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych

sin α, sin β, cos α, cos β,

tg α, tg β, ctg α, ctg β

ka̧tów α, β leża̧cych naprzeciw odpowiednich boków BC, AC.

Zadanie 1.5 (i) Narysuj po lożenie punktów

p = (p1, p2) = (
√

3, 1), q = (q1, q2) = (−
√

3,−1).

na kole trygonometrycznych o promieniu R = 2.

(ii) Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych

(a) sin 300 =
p2

R
sin 600 =

p1

R

(b) cos 300 =
p1

R
cos 600 =

p2

R

(c) tg 300 =
p2

p1

tg 600 =
p1

p2

(d) ctg 300 =
p1

p2

ctg 600 =
p2

p1

(iii) Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych

(a) sin 2100 =
q2

R
sin 2400 =

q1

R

(b) cos 2100 =
q1

R
cos 2400 =

q2

R

(c) tg 2100 =
q2

q1

tg 2400 =
q1

q2

(d) ctg 2100 =
q1

q2

ctg 2400 =
q2

q1

Zadanie 1.6 Korzystaja̧c ze wzorów redukcyjnych oblicz wartości funkcji trygonometrycznych

(a) sin 1200
sin 1500

(b) cos 1200
cos 1500

(c) tg 1200
tg 1500

(d) ctg 1200
ctg 1500
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Zadanie 1.7 Korzystaja̧c ze wzorów redukcyjnych oblicz wartości funkcji trygonometrycznych

(a) sin 2100
sin 2400

(b) cos 2100
cos 2400

(c) tg 2100
tg 2400

(d) ctg 2100
ctg 2400

Zadanie 1.8 Korzystaja̧c ze wzorów redukcyjnych oblicz wartości funkcji trygonometrycznych

(a) sin 3000
sin 3300

(b) cos 3000
cos 3300

(c) tg 3000
tg 3300

(d) ctg 3000
ctg 3300

Zadanie 1.9 (i) Oblicz okres nastȩpuja̧cej funkcji:

(a) f(x) = sin
1

3
x, (b) f(x) = cos

1

3
x.

(c) f(x) = tg
1

3
x, (d) f(x) = ctg

1

3
x.

Zadanie 1.10 Narysuj wykres funkcji

(i) f(x) = sin
1

3
x, dla 0 ≤ x ≤ 6π

(ii) f(x) = tg
1

3
x dla −3π ≤ x ≤ 3π

(iii) f(x) = ctg
4

3
x dla 0 ≤ x ≤ 3

4
π

1.3.1 Funkcje periodyczne

Funkcja f(x) jest periodyczna, jeżeli istnieje liczba dodatnia ω > 0 taka, że

f(x + ω) = f(x), (1.1)

dla każdej rzeczywistej wartości argumentu należa̧cego do dziedziny x ∈ D. 2

Jasne, że jeżeli funkcja f(x) jest periodyczna o okresie ω > 0, to zachodzi nastȩpuja̧ca
tożsamość:

f(x + k ω) = f(x), x ∈ D,

dla każdego ca lkowitego k = 0,±1,±2, .....
Okresem funkcji f(x) nazywamy najmiejsza̧ z liczb ω > 0, która spe lnia tożsamość (1.1). 3

Niżej sprawdzimy, że funkcje trygonometryczne sa̧ periodyczne.

Mianowicie, zauważamy, że jeżeli promień R obróci siȩ o 360o lub w mierze  lukowej o 2π,

2Dziedzina̧ funakcji f(x) nazywamy zbiór argumentów x dla których f(x) jest określona
3Tożsamość znaczy, że równość zachodzi dla wszystkich wartości x w dziedzinie tożsamości x ∈ D.
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to punkt p = (x1, y1) wróci do pozycji wyjściowej. Co wiecej, jeżeli promień R obróci siȩ w
kierunku dodatnim lub ujemnym o wielokrotność okresu ω = 360o lub w mierze  lukowej o
wielokrotność ω = 2π, to punkt p = (x1, y1) też wróci do pozycji wyjściowej.
Okresem funkcji sinus i cosinus jest liczba ω = 360o lub w mierze  lukowej liczba ω = 2π.
Natomiast, dla funkcji tanges i cotangens okresem jest liczba miejsza ω = 180o lub w mierze
 lukowej ω = π. Istotnie, funkcje tangens i cotangens osia̧gaja̧ te same wartości w pierwszej
i w trzeciej ćwiartce ko la trygonometrycznego, gdyż

tgα =
y1

x1
=
−y1

−x1
, oraz ctgα =

x1

y1
=
−x1

−y1
, x1 6= 0, y1 6= 0.

Przyk lad 1.2 Oblicz okres nastȩpuja̧cej funkcji:

f(x) = sin
3

2
x

Rozawia̧zanie. Wiemy, że funkcja sinus ma okres 2π. Zatem okresem funkcji f(x) jest
liczba ω taka, że

f(x + ω) = sin
3

2
(x + ω) = sin(

3

2
x +

3

2
ω) = sin

3

2
x = f(x)

dla każdego rzeczywistego x.

Ska̧d obliczamy okres
3

2
ω = 2π, ω =

4

3
π

Sprawdzamy, że okresem funkcji f(x) jest liczba ω =
4

3
π. Istotnie, mamy równość

f(x + ω) = f(x +
4

3
π) = sin

3

2
(x +

4

3
π)

= sin(
3

2
x +

3

2

4

3
π).

= sin(
3

2
x + 2π) = sin

3

2
x = f(x).

1.3.2 Zadania

Zadanie 1.11 Oblicz okres funkcji

(i) sin
πx

2

(ii) cos
πx

2

Zadanie 1.12 Podaj wykres funkcji

(i) sin
πx

4
, −4π ≤ x ≤ 4π

(ii) cos
πx

4
, 0 ≤ x ≤ 8π.

Zadanie 1.13 Oblicz okres funkcji

(i) sin
2πx

3

(ii) cos
2πx

3
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Zadanie 1.14 Podaj wykres funkcji

(i) sin
2πx

3
, −3π

2
≤ x ≤ 3π

2

(ii) cos
2πx

3
, 0 ≤ x ≤ 3π.

Zadanie 1.15 Oblicz okres funkcji

(i) tg
πx

4

(ii) ctg
πx

4

Zadanie 1.16 Podaj wykres funkcji

(i) tg
πx

4
, −2π ≤ x ≤ 2π

(ii) ctg
πx

4
, 0 ≤ x ≤ 4π.

1.3.3 Wykresy funkcji trygonometrycznych

Funkcje trygonometryczne sinus i cosinus określone sa̧ na ca lej osi liczbowej, dla wszystkich
wartości rzeczywistych x ∈ (−∞,∞). Również sa̧ funkcjami periodycznymi o tym samym
okresie ω = 2π.

To znaczy, że te funkcje spe lniaja̧ tożsamość 4

f(x + 2π) sin(x + 2π) = sin x) = f(x),

g(x + 2π) = cos(x + 2π)cos x = g(x)

dla każdego x ∈ (−∞,∞).

Wykreślaja̧c funkcje trygonometryczne argument odk ladamy na osi x, jak na rysunku.

-

6

sin x w okresie [0,2π]︷ ︸︸ ︷
0

1

−1

π
2 2π 3π3π

2−3π −2π

−3π
2

−π π

−π
2

x

y

Wykres funkcji sin x

Z określenia funkcji sinus

| sinx| = |y1

R
| ≤ 1, gdyz R ≥ |y1|, dla −∞ < x <∞.

4Tożsamość to znaczy, że zachodzi równość pomiȩdzy lewa̧ i prawa̧ strona̧ równania dla wszytstkich
wartości zmiennej x.
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Wartości funkcji sinus nie przekraczaja̧ przedzia lu [−1, 1]. To znaczy, że dla wszystkich
wartości argumentu −∞ < x <∞ spe lniona jest nierówność

−1 ≤ sinx ≤ 1.

Istotnie, z określenia funkcji sinus

| sinx| = |y1

R
| ≤ 1, gdyz R ≥ |y1|, dla −∞ < x <∞.

Podobnie, funkcja cosinus jest periodyczna o okresie 2π i określona dla wszystkich rzeczy-
wistych wartości ka̧ta −∞ < x <∞. Jej warotości nie przekraczaja̧ przedzia lu [−1.1], gdyż
z okresślenia funkcji cosinusa

| cos x| = |x1

R
| ≤ 1, gdyz R ≥ |x1|, dla −∞ < x <∞.

-

6

cos x w przedziale [0,2π]︷ ︸︸ ︷
0

1

−1

π
2 2π 3π3π

2−3π −2π

−3π
2

−π π

−π
2

x

y

Wykres funkcji cos x

Funkcje trygonometryczne tangens i cotangens sa̧ periodyczne o okresie ω = π. Istotnie,
ka̧t x + π leży w trzeciej ćwiartce ko la trygonometrycznego. Z tabeli odczytujeme wartość
tg(x + π) = tgx. Zatem, prawdziwa jest nastȩpuja̧ca tożsamość:

f(x + π) = tg(x + π) = tgx = f(x),

dla każdego argumentu w dziedzinie funkcji tangens

x ∈ D = {x : x 6= (2k + 1)
π

2
, k = 0,±1± 2, ...; }.



14

-

6

tgx︷ ︸︸ ︷
π
2

1

−1
−π

2
−π

4
0 π

4
x

y
Wykres funkcji tgx
dla x ∈ (−π

2
, π

2
)

Wykres funkcji cotangens dla x 6= kπ, k = 0,± 1,± 2, ...;

-

6

ctgx w dla x∈(0,π)︷ ︸︸ ︷
π
2

1

−1

3π
4−π

2 −π
4

0 ππ
4

x

y

Wykres funkcji ctgx,
w przedziale (0, π)

1.4 Tożsamości trygonometryczne

Tożsamościa̧ trygonometryczna̧ nazywamy równość, która jest prawdziwa dla wszystkich
wartości ka̧tów w dziedzinie tożsamości. W odróżnieniu od tożsamości, równanie trygonom-
etryczne jest spe lnione tylko dla niektórych wartości ka̧tów z dziedziny równania.
Podobnie, wzory trygonometryczne sa̧ tożsamościami dla wszystkich wartości ka̧tów z dziedziny
ich określenia.

1.4.1 Jedynka trygonometryczna

Jedynka trygonometryczna to jest tożsamość

sin2α + cos2α = 1

dla wszystkich wartości rzeczywistych ka̧ta α ∈ (−∞,∞).
Wprost z definicji funkcji sinus i cosinus obliczamy przyprostoka̧tne a i b trójka̧ta pros-
toka̧tnego 4ABC

a = c sin α, b = c cos α.
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︸ ︷︷ ︸
przeciwprostokatna c

A
B

C

γ =
π

2
przyprostokatna → b a ← przyprostokatna

α β

Z twierdzenia Pitagorasa wiemy, że suma kwadratów przyprostoka̧tnych równa jest kwadra-
towi przeciwprostoka̧tnej

a2 + b2 = c2,

P o podstawieniu a = c ∗ sin α, b = c ∗ cos α otrzymamy

(c sin α)2 + (c cos α)2 = c2,

c2(sin2 α + cos2 α) = c2 | : c2,

Ska̧d wynika tozsamość
sin2 α + cos2 α = 1

dla każdej wartości α ∈ (−∞,∞). To jest jedynka trygonometryczna.

Z jedynki trygonometrycznej wynikaja̧ nastȩpuja̧ce tożsamości:

1 + tg2α =
1

cos2 α
= csc2α, α 6= (2k + 1)π

2
, k = 0,±1,±2, ±3, ...;

Istotnie, z definicji funkcji tangens wynika równość

1 + tg2α = 1 +
sin2 α

cos2 α
=

cos2 α + sin2 α

cos2 α
=

1

cos2α
= csc2α.

dla każdego ka̧ta α 6= (2π + 1)
π

2
, k = 0,±1,±2, ±3, ...; dla którego

cos α 6= 0.

5

Podobnie z defincji funkcji cotangens wynika równość

1 + ctg2α = 1 +
cos2 α

sin2 α
=

sin2α + cos2α

sin2α
=

1

sin2 α
= sec2α.

dla każdego ka̧ta α 6= k ∗ π, k = 0,±1,±2, ±3, ...; dla którego

sin α 6= 0.

To znaczy dla ka̧ta α ze zbioru określoności funkcji cotangens. 6

5Nieparzysta̧ wielokrotność ka̧ta prostego piszemy (2π + 1)
π

2
, k =,±1,±2,±3, ....;

6Parzysta̧ wielokrotność ka̧ta prostego piszemy 2k ∗ π

2
= kπ, k = 0,±1,±2,±3, ...;
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1.4.2 Zadania

Zadanie 1.17 Sprawdź tożsamowść

sin4x− cos4x = 1− 2cos2x ∞ < x <∞.

Zadanie 1.18 Sprawdź tożsamowść

(1 + tg2x)cos2x = 1 x 6= kπ

2
, k = 0,±1,±2, ...;

Zadanie 1.19 Sprawdź tożsamowść

1 + tg2x

1 + ctg2x
= tg2x x 6= kπ

2
, k = 0,±1,±2, ...;

Zadanie 1.20 Wykaż, ze

sin(α + β) + sin(α + β) = 2sin α cosβ

dla każdej rzeczyczywistej wrtości ka̧tów α i β.

1.4.3 Funkcje sinus i cosinus sumy i różnicy ka̧tów α, β

Niżej wyprowadzimy wzory na sumȩ i różniȩ dwóch ka̧tów

sin(α + β) = sin α cos β + sin β cos α,

sin(α− β) = sin α cos β − sin β cos α,

cos(α + β) = cos α cos β − sin β sin α,

cos(α− β) = cos α cos β + sin β sin α,

(1.2)

Rozpatrzmy rysunek

A B

C

α

P1 = pole 4ACD P2 = pole 4BCD

Wysokość h trójka̧ta 4ABC

β

h

D

Zauważamy, że

sin α =
|AD|
|AC| , sinβ =

|DB|
|BC| ,

cos α =
h

|AC| , cos β =
h

|BC| ,

h = |AC| cos α, h = |BC| cos β

Pole P trójka̧ta 4ABC jest suma̧ pola P1 trójka̧ta 4ADC i pola P2 trójka̧ta 4DBC

P = P1 + P2 =
1

2
|AC| |BC| sin((α + β) (1.3)
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Z drugiej strony, wiemy, że

P1 =
1

2
|AC| h sin α, P2 =

1

2
|BC| h sin β, (1.4)

Porównuja̧c pola określone przez równości (1.3) i (1.4) otrzymamy wzór na sinus sumy dwóch
ka̧tów α i β

1

2
|AC| |BC| sin((α + β) =

1

2
|AC| h sin α +

1

2
|BC| h sin β,

|AC| |BC| sin(α + β) = |AC| |BC| cos β sin α + |AC| |BC| cos α,

Skad sinus sumy

sin(α + β) = sin α cos β + sin β cos α︸ ︷︷ ︸
sin (α+β)

,

Pozosta le wzory wyprowadzamy korzystaja̧c ze wzorów redukcyjnych.

sin((α− β) = sin(α + (−β)) = sin α cos(−β) + sin(−β) cos α

= sin α cos β − sin β cos α︸ ︷︷ ︸
sin (α−β)

cos(α + β) = sin(90o − (α + β)) = sin((90o − α)− β)

= sin(90o − α) cos β − sin βcos(90o − α)

= cosαcosβ − sinαsinβ︸ ︷︷ ︸
cos (alpha+β)

cos(α− β) = sin(90o − (α− β)) = sin((90o − α) + β)

= sin(90o − α)cosβ + sinβcos(90o − α),

= cosαcosβ + sin αsinβ︸ ︷︷ ︸
cos (α−β)

.

Wzory na tangens i cotangens sumy i różnicy dwóch ka̧tów wynikaja̧ bezpośrednio z powyżych
wzorów

tg(α + β) =
sin(α + β)

cos(α + β)
=

sin α cos β + sin β cos α

cos α cos β − sin β sin α
=

tgα + tgβ

1− tgαtgβ︸ ︷︷ ︸
tg (α+β)

dla α + β 6= (2k + 1)
π

2
, k = 0,±1,±2,±3, ....;

ctg(α + β) =
cos(α + β)

sin(α + β)
=

cos α cos β − sin β sin α

sin α cos β + sinβ cos α
=

ctgα ctgβ − 1

ctgα + ctgβ︸ ︷︷ ︸
ctg (α+β)

dla α + β 6= k π, k = 0,±1,±2,±3, ....;
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Podobnie wyprowadzamy wzory na tangens i cotangens różnicy dwóch ka̧tów.

tg(α− β) =
sin(α− β)

cos(α− β)
=

sin α cos β − sin β cos α

cos α cos β + sin β sin α
=

tgα− tgβ

1 + tgαtgβ︸ ︷︷ ︸
tg (α−β)

dla α− β 6= (2k + 1)
π

2
, k = 0,±1,±2,±3, ....;

ctg(α− β) =
cos(α− β)

sin(α− β)
=

cos α cos β + sin β sin α

sin α cos β − sinβ cos α
=

ctgα ctgβ + 1

ctgβ − ctgα︸ ︷︷ ︸
ctg (α−β)

dla α− β 6= k π, k = 0,±1,±2,±3, ....;

1.4.4 Wzory ka̧ta podwójonego

Wzory ka̧ta podwójnego wynikaja̧ bezpośrednio z powyższych wzorów na sumȩ. Mianowicie,
dla α = β

sin 2α = 2 sin α cos α, dla α ∈ (−∞,∞)

cos 2α = cos2 α− sin2 α, dla α ∈ (−∞,∞)

tg2α =
2tgα

1− tg2α
, dla α 6= (2k + 1)

π

4
, k = 0,±1,±2,±3, ...;

ctg2α =
ctg2α− 1

2ctg2α
, dla α 6= k π, k = 0,±1,±2,±3, ...;

1.4.5 Wzory ka̧ta po lówkowego

Wzory ka̧ta po lówkowego otrzymujemy przez podstawienie do powyższych wzorów zamiast

α po lowȩ ka̧ta
1

2
α, wtedy otrzymamy

sin α = 2 sin
1

2
α cos

1

2
α, α ∈ (−∞,∞),

cos α = cos2
1

2
α− sin2 1

2
α, cos α = 1− 2 sin2 1

2
α, cos α = 2 cos2 1

2
α− 1

α ∈ (−∞,∞),

tgα =
2tg 1

2
α

1− tg2 1
2
α

dla α 6= (2k + 1)
π

2
, k = 0,±1,±2,±3, ...;

ctgα =
ctg2 1

2α− 1

2ctg2 1
2α

, dla α 6= k π, k = 0,±1,±2,±3, ...;

1.4.6 Funkcje trygonometryczne po lowy ka̧ta

Z powyższych wzorów ka̧ta po lówkowego bezpośrednio wynikaja̧ wzory po lowy ka̧ta. Mi-
anowicie, obliczaja̧c cosinus i sinus ze wzorów

cos α = 2 cos2
1

2
α− 1, cos α = 1− 2 sin2 1

2
α
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otrzymamy wzóry cosinusa i sinusa na po lowȩ ka̧ta α

| cos
1

2
α| =

√
1 + cos α

2
, | sin 1

2
α| =

√
1− cos α

2

dla α ∈ (−∞,∞).

Wzory po lowy ka̧ta dla tangensa i cotangensa wynikaja̧ bezpośrednio z defincji tych funkcji
i wzorów dla sinusa i cosinusa

|tg1

2
α| = | sin

1
2α

cos 1
2α
| =

√
1− cos α

2√
1 + cos α

2

=

√
1− cos α

1 + cos α

dla α 6= (2k + 1) π, k = 0,±1,±2,±3, ...;

Cotangens jest odwrotnościa̧ tangensa, zatem

ctg
1

2
α =

√
1 + cos α

1− cos α

dla α 6= 2k π, k = 0,±1,±2,±3, ...;

1.4.7 Wyrażenie funkcji trygonometrycznych przez tg
1

2
α

Oznaczmy przez

t = tg
1

2
α dla α 6= (2k + 1)π, k = 0,±1,±2,±3, ...; .

Wtedy funkcje trygonometryczne ka̧ta α można zapisać w postaci nastȩpuja̧cych wymierażeń
wymiernych zmiennej t.

sin α =
2t

1 + t2
, cos α =

1− t2

1 + t2
, −∞ < t <∞,

tgα =
2t

1− t2
, t 6= −1, 1, ctgα =

1− t2

2t
t 6= 0.

Istotnie, wiemy, że
sin α = 2 sin 1

2α cos 1
2α

=
2 sin 1

2α cos 1
2α

sin2 1
2α + cos2 1

2α

=

2 sin
1

2
α cos

1

2
α

cos2 1

2
α

sin2 1

2
α + cos2

1

2
α

cos2 1

2
α

=
2t

1 + t2
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Podobnie funkcja cosinus

cos α = cos2 1
2
α− sin2 1

2
α

=
cos2 1

2α− sin2 1
2α

cos2 1
2

+ sin2 1
2
α

=

cos2 1
2
α− sin2 1

2
α

cos2 1
2
α

cos2 1
2

+ sin2 1
2
α

cos2 1
2
α

=
1− t2

1 + t2
.

Dla funkcji tangens i cotangens wzory p lowy ka̧ta wynikaja̧ wprost z ich definicji i wyżej
podanych wzorów dla funkcji sinus i cosinus

tgα =
sin α

cos α
=

2t

1 + t2

1− t2

1 + t2

=
2t

1− t2
, t 6= −1, 1

Cotanges jest odwrotnościa̧ tangnsa. Zatem wzór dla cotangensa

ctgα =
1− t2

2t
, t 6= 0.

1.4.8 Suma i różnica funkcji trygonometrycznych

Niżej podajemy nastȩpuja̧ce wzory na sumȩ i ró znicȩ funkcji trygonometrycznych

sinα + sin β = 2 sin α+β
2

cos α−β
2

,

sinα− sin β = 2 sin α−β
2 cos α+β

2 ,

cos α + cos β = 2 cos α+β
2 cos α−β

2 ,

cos α− cos β = −2 sin α+β
2 sin α−β

2 ,

tgα + tgβ =
sin(α + β)

cos α cos β

tgα− tgβ =
sin(α − β)

cos α cos β

ctgα + ctgβ =
sin(α + β)

sin α sin β

ctgα− ctgβ =
sin(α − β)

sin α sin β

(1.5)

Powyższe wzory wynikaja̧ ze wzorów (1.4) sinusa i cosinusa sumy i różnicy ka̧tów. Mi-
anowicie, wprowadzamy nowe zmienne

α = x + y, β = x− y, x =
α + β

2
, y =

α− β

2
,
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Korzystaja̧c ze wzorów (1.4) na sinus i cosinus sumy i różnicy ka̧tów zauważamy, że

sin α + sin β = sin(x + y) + sin(x− y)

= (sin x cos y + sin y cos x) + (sin x cos y − sin y cos x)

= 2 sinx cos y = 2 sin
α + β

2
cos

α− β

2
.

sin α− sin β = sin(x + y) − sin(x− y)

= (sin x cos y + sin y cos x)− (sin x cos y − sin y cos x)

= 2 siny cos x = 2 sin
α− β

2
cos

α + β

2
.

cos α + cos β = cos(x + y) + cos(x− y)

= (cos x cos y − sin x siny) + (cos x cos y + sin x sin y)

= 2 cos x cos y = 2 cos α+β
2 cos α−β

2 .

cos α− cos β = cos(x + y) − cos(x− y)

= (cos x cos y − sin x siny) − (cos x cos y + sin x sin y)

= −2 sin x sin y = −2 sin α+β
2

sin α−β
2

Wzory sumy i różnicy tangensa i cotangensa wynikaja̧ wprost z definicji powyższych wzorów
dla sinusa cosinusa.

tgα + tgβ =
sinα

cos α
+

sin β

cos β
,

=
sin α cos β + sin β cos α

cos α cos β
=

sin(α + β)

cos α cos β

tgα− tgβ =
sinα

cos α
− sin β

cos β
,

=
sin α cos β − sin β cos α

cos α cos β
=

sin(α− β)

cos α cos β

(1.6)

Podobnie wprowadzamy wzór dla sumy i różnicy cotangensów

ctgα + ctgβ =
sin(α + β)

sin α sin β

ctgα− ctgβ =
sin(α − β)

sin α sin β

1.5 Równania trygonometryczne

Zacznijmy od najprostrzych równań trygonometrycznych, rozwia̧zania których sa̧ czȩścia̧
rozwia̧zań bardziej z lożonych równań.

Przyk lad 1.3 Znajdź wszystkie rozwia̧zania równania

(i) sin x = 0, (ii) | sinx| = 1.
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Rozwia̧zanie (i). G lównymi pierwiastami tego równania, to znaczy zerami funkcji sinus
w jej okresie od 0 do 360o lub w mierze  lukowej w zakresie od 0 ≤ α ≤ 2π sa̧ rozwia̧zania

x = 0, lub x = π.

To rozwia̧zanie jest zaznaczo na wykresie funkcji y = sin x.

-

6

sin x w okresie [0,2π]︷ ︸︸ ︷
0

1

−1

π
2

2π 3π3π
2

−3π −2π

−3π
2

−π π

−π
2

x

y

Wykres funkcji sin x

Wszystkie rozwia̧zanie dostaniemy dodaja̧c do pierwiastków g lównych wielokrotność okresu
funkcji sinus. Zatem wszystkie rozwia̧zania maja̧ nastȩpuja̧ca̧ postać:

xk = 2kπ, lub xk = π + 2kπ = (2k + 1)π,

dla parzystych i dla nieparzystych k. To znaczy, że wszystkie rozwia̧zania sa̧ wielokrotnościa̧
liczby π,

xk = k π, k = 0,±1,±2, ...;

Rozwia̧zanie (ii). G lównymi pierwiastkami równania

| sinx| = 1, lub sin x = 1 lub sin x = −1.

sa̧ liczby

x =
π

2
, lub x =

3π

2
.

Wszystkie rozwia̧zanie dostaniemy dodaja̧c do pierwiastków g lównych wielokrotność okresu
funkcji sinus. Zatem wszystkie rozwia̧zania maja̧ nastȩpuja̧ca̧ postać:

xk =
π

2
+ 2kπ, lub xk =

3π

2
+ π + 2kπ

dla parzystych i dla nieparzystych k. To znaczy, że wszystkie rozwia̧zania sa̧ nastȩpuja̧cej
postaci:

xk =
π

2
+ k π, k = 0,±1,±2, ...;

Przyk lad 1.4 Znajdź wszystkie rozwia̧zania równania

(i) cos x = 0, (ii) | cos x| = 1.

Rozwia̧zanie (i). G lównymi pierwiastami tego równania, to znaczy zerami funkcji cosinus
w jej okresie od 0 do 360o lub w mierze  lukowej w zakresie od 0 ≤ α ≤ 2π sa̧ rozwia̧zania

x =
π

2
, lub x =

3π

2
.
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To rozwia̧nie jest zaznaczone na wykresie funkcji y = cos x.

-

6

cos x w przedziale [0,2π]︷ ︸︸ ︷
0

1

−1

π
2 2π 3π3π

2−3π −2π

−3π
2

−π π

−π
2

x

y

Wykres funkcji cos x

Wszystkie rozwia̧zanie dostaniemy dodaja̧c do pierwiastków g lównych wielokrotność okresu
funkcji cosinus. Zatem wszystkie rozwia̧zania maja̧ nastȩpuja̧ca̧ postać:

xk =
π

2
+ 2kπ, lub xk =

3π

2
+ 2kπ,

To znaczy, że wszystkie rozwia̧zania sa̧ nastȩpuja̧cej postaci:

xk = (2k + 1)
π

2
, k = 0,±1,±2, ...;

Rozwia̧zanie (ii). G lównymi pierwiastkami równania

| cos x| = 1, lub cos x = 1 lub cos x = −1.

sa̧ liczby
x = 0, lub x = π.

Wszystkie rozwia̧zania dostaniemy dodaja̧c do pierwiastków g lównych wielokrotność okresu
funkcji cosinus. Zatem wszystkie rozwia̧zania maja̧ nastȩpuja̧ca̧ postać:

xk = 2kπ, lub xk = π + 2kπ = (2k + 1)π,

To znaczy, że wszystkie rozwia̧zania dla parzystych i nieparzystych k, sa̧ nastȩpuja̧cej
postaci:

xk = k π, k = 0,±1,±2, ...;

Zauważmy, że sinus i cosinus ka̧tów αk = kπ lub αk = (2k + 1)π
2 możemy napisać w

nastȩpujȩj postaci potȩgi minus jedynki:

sin(2k + 1)
π

2
= (−1)k, cos kπ = (−1)k, k = 0,±1,±2, ... :

Przyk lad 1.5 Znajdź wszystkie rozwia̧zania równania

(i) tgx = 0, (ii) |tgx| = 1.

(iii) ctgx = 0, (iv) ctgx| = 1.
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Rozwia̧zanie (i). Ponieważ okresem funkcji tangens jest liczab π, to g lównym pier-
wiastkiem równania

tg x = 0,

jest x = 0. Wtedy również sin x = 0.

-

6

tgx︷ ︸︸ ︷
π
2

1

−1
−π

2 −π
4

0 π
4

x

y

Wykres funkcji tgx
dla x ∈ (−π

2
, π

2
)

Wszystkie rozwia̧zania dostaniemy dodaja̧c do pierwiastka g lównego wielokrotność okresu
funkcji tangens. Zatem wszystkie rozwia̧zania maja̧ nastȩpuja̧ca̧ postać:

xk = kπ, k = 0,±1,±2, ...;

Rozwia̧zanie (ii). W zakresie okresu funkcji tangens od −π

2
do

π

2
sa̧ dwa pierwiastki

g lówne równania
|tg| x = 1, lub tg x = 1, tg x = −1.

x1 = −π

4
, x2 =

π

4
.

Wszystkie rozwia̧zania dostaniemy dodaja̧c do pierwiastka g lównego wielokrotność okresu
funkcji tangens. Zatem wszystkie rozwia̧zania maja̧ nastȩpuja̧ca̧ postać:

xk = −π

4
+ kπ, xk =

π

4
+ kπ, k = 0,±1,±2, ...;

lub zapisane w postaci jednego wzoru

xk = (2k + 1)
π

4
, k = 0,±1,±2, ...;

Rozwia̧zanie (iii). Zauważmy, że x =
π

2
jest pierwiastkiem g lównym równania

ctg x = 0,

Ten pierwiastek g lówny zaznaczony zosta l na wykresie funkcji

y = ctg x

w przediale (0, π)
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-

6

ctgx w dla x∈(0,π)︷ ︸︸ ︷
π
2

1

−1

3π
4

−π
2
−π

4
0 ππ

4

x

y

Wykres funkcji ctgx
w przedziale (0, π)

Wszystkie rozwia̧zania dostaniemy dodaja̧c do pierwiastka g lównego wielokrotność okresu
funkcji cotangens. Zatem wszystkie rozwia̧zania maja̧ nastȩpuja̧ca̧ postać:

xk =
π

2
+ kπ = (2k + 1)

π

2
, k = 0,±1,±2, ...;

Rozwia̧zanie (iv). G lównymi pierwiastkami równania

|ctgx| = 1,

lub równań równoważnych

ctg x = 1, i ctgx = −1.

sa̧ liczby rzeczywiste

x1 =
π

4
, x2 =

3π

4
.

Wszystkie rozwia̧zania dostaniemy dodaja̧c do pierwiastków g lównych wielokrotność okresu
funkcji cotangens.
Zatem wszystkie rozwia̧zania maja̧ nastȩpuja̧ca̧ postać:

xk =
π

4
+ kπ = (4k + 1)

π

4
,

lub

xk =
3π

4
+ kπ = (4k + 3)

π

4

dla k = 0,±1,±2, ...;

Sprawdzenie. Podatawiaja̧c do równiania xk =
π

4
+ kπ lub xk =

3π

4
+ kπ otrzymamy

ctg xk = ctg(
π

4
+ kπ) = ctg

π

4
= 1, k = 0, ± 1,± 2, ± 3, ...;

ctg xk = ctg(
3π

4
+ kπ) = ctg

3π

4
= −1, k = 0, ± 1,± 2, ± 3, ...;
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Niżej w tablicy podane sa̧ wartości funkcji trygonometrycznych ka̧tów wybranych.

α sin α cos α tgα ctgα

α = 0 0 1 0 ∞
α = π

6
1
2

√
3

2

√
3

3

√
3

α = π
4

√
2

2

√
2

2 1 1

α = π
3

√
3

2
1
2

√
3

√
3

3

α = π
2

1 0 ∞ 0

α = 3π
4

√
2

2
−

√
2

2
−1 −1

α = π 0 −1 0 −∞
α = 5π

4 −
√

2
2 −

√
2

2 1 1

α = 3π
2 −1 0 ∞ 0

α = 7π
4
−

√
2

2

√
2

2
−1 −1

α = 2π 0 1 0 ∞

Przyk lad 1.6 Znajdź wszystkie rozwia̧zania równania

sinx− cos x = 0.

Rozwia̧zanie. W pierwszej kolejności zauważmy, że dziedzina̧ D = R wyrażenia trygonom-
etrycznego w równaniu jest ziór R wszystkich liczb rzeczywisych.
Z tablicy odczytujemy pierwiastki równania w przedziale 0 ≤ x ≤ 2π okresu ω = 2π funkcji
sinus i cosinus

sin x = cos x.

Zatem widzimy, że sinus równy jest cosinus dla ka̧tów x =
π

4
oraz x =

5π

4
, które leża̧ w

pierwszej lub trzeciej ćwiartce ko la trygonometrycznego.
Wszystkie rozwia̧zania dostajemy dodaja̧c okres ω = 2π do tych rozwia̧zanń

xk =
π

4
+ 2kπ, lub xk =

5π

4
+ 2kπ k = 0,±1,±2, ....;

Rozwia̧zanie tego równania znajdziemy innym sposobem rozk ladaja̧c wyrażenie trygonom-
etryczne na czynniki. Mianowicie, lewa̧ stronȩ równiania zapiszmy w postaci

sinx− sin(
π

2
− x) = 0.

Stosuja̧c wzór na różnicȩ sinusów, otrzymamy iloczn

sin x− sin(π
2 − x) = 2 sin

(π
2
− x)− x

2
cos(

π
2
− x) + x

2

= 2 cos
π

4
sin(

π

4
− x)

=
√

2 sin(
π

4
− x) = 0.

Ska̧d pierwiastki g lówne w przedziale [0, 2π] okresu funkcji sinus

π

4
− x = 0, lub

π

4
− x = π

Dodaja̧ okres ω = 2π funkcji sinus, otrzymamy wszystkie rozwia̧zania

xk =
π

4
+ 2kπ, lub xk =

π

4
+ (2k − 1)π, k = 0,±1,±2, ...;
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Przyk lad 1.7 Znajdź wszystkie rozwia̧zania równania

tgx + ctgx = 2.

Rozwia̧zanie. Z tablicy wartości funkcji tangens i cotangens, widzimy, że suma tangensa i

cotangensa ka̧ta x jest równa 2, jeżeli tgx = 1 i ctgx = 1 dla x =
π

4
lub x =

5π

4
. Wszystkie

rozwia̧zania otrzymamy dodaja̧c do g lównych pierwiastków wielokrotność ich okresu.
To znaczy

xk =
π

4
+ kπ, lub xk =

5π

4
+ kπ, k = 0,±1± 2, ...;

Te same rozwia̧zania otrzymamy innym sposobem. Mianowicie, napiszmy to równanie w
postaci ekwiwalȩtnej

sin x

cos x
+

cos x

sin x
= 2.

Zauważmy, że dziedzina̧ wyrażenia trygonometrycznego w tym równaniu jest zbiór liczb
rzeczywistych x ∈ R dla których sin x 6= 0 i cos x 6= 0

D = {x ∈ R : x 6= k π

2
, }

dla ca lkowitych liczb k = 0,±1,±2, ...;
Przekszta lcamy to równanie korzystaja̧c z jedynki trygonometrycznej i z sinusa podwojonego
ka̧ta

sin x

cos x
+

cos x

sin x
=

cos2 x + sin2 x

sin x cos x
=

1

sinx cos x
= 2

Ska̧d wynika równanie
2 sinx cos x = 1, lub sin 2x = 1.

Z tablicy wartości funkcji trygonometrycznych pamiȩtamy, że sin 2x = 1 dla pierwiastka x =
π
4

lub x = 5π
4

w kole trygonometrycznym. Dodaja̧c do pierwiastków g lównych wielokrotność
okresu ω = π funkcji sin 2x otrzymamy wszystkie rozwia̧zania tego równania.

xk =
π

4
+ kπ, lub xk =

5π

4
+ kπ k = 0,±1,±2, ...;

Zauważmy, że powyżesze pierwiastki równania sa̧ takie same jak w pierwszym sposobie
rozwia̧zania i należa̧ do dziedziny równania.

Przyk lad 1.8 Rozwia̧ż równanie

2 sin2 x− 3 sin x + 1 = 0.

Rozwia̧zanie. Tej postaci równia rozwia̧zujemy przez podstawienie nowej niewiadomej
t = sin x, żeby otrzymać równanie kwadratowe

2t2 − 3t + 1 = 0.

Wyóżnik tego r’ownania ∆ = (−3)2 − 4 ∗ 2 ∗ 1 = 1. Zatem rozwia̧zania

t1 =
3− 1

4
=

1

2
, t2 =

3 + 1

4
= 1.

Wracaja̧c do niewiadomej x, znajdujemy wszystkie rozwia̧zania

sin x = 1
2 , xk = π

6 + 2kπ,

lub

sin x = 1, xk = π
2 + 2kπ,

dla ca lkowitych k = 0,±1,±2...;
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Zadanie 1.21 Rozwia̧ż równanie

2 cos2 x + cos x− 1 = 0.

Jednym ze skutecznych sposobów rozwia̧zywania równań trygonometrycznych jest rozk lad
na czynniki wyrażenia trygonometrycznego. Niżej podajemy przyk lad takiego sposobu.

Przyk lad 1.9 Rozwia̧ż równanie

cos x + 3 cos 3x + cos 5x = 0.

Rozwia̧zanie. Zastosujmy wzór do nawiasu na suma cosinusów

(cos x + cos 5x) + cos 3x = 2 cos
x + 5x

2
cos

x− 2x

2
+ cos 3x

= 2 cos 3x cos(−2x) + cos 3x

= cos 3x(2 cos2x + 1) = 0.

Zatem, wyrażenie trygonometryczne roz lożyliśmy na dwa czynniki, które przyrównujemy do
zera

cos 3x = 0, i 2 cos 2x + 1 = 0, cos x− 1

2
.

Rozwia̧zuja̧c powyżesze proste równania, otrzymamy nastȩpuja̧ce serie rozwia̧zań: Gdy

cos 3x = 0,

to rozwia̧zanie

3x =
π

2
+ 2kπ, xk =

1

6
π + +

2

3
kπ, k = 0,±1,±2, ...;

3x =
3

2
π + 2kπ, xk =

1

2
π +

2

3
kπ, k = 0,±1,±2, ...;

oraz gdy cos 3x = −1

2
, to rozwia̧zanie

3x =
π

3
+ 2kπ, xk =

π

9
+

2

3
kπ, k = 0,±1,±2, ...;

3x =
5

3
π + 2kπ, xk =

5π

9
+

2

3
kπ, k = 0,±1,±2, ...;

Przyk lad 1.10 Rozwia̧ż równanie

sin2 x + 2 sin x− 3 = 0.

Rozwia̧zanie. Oznaczmy przez t = sin x. Wtedy dostajemy równanie kwadratowe dla
niewiadomej t

t2 + 2t− 3 = 0,

którego rozwia̧zanie jest t1 = −3 i t2 = 1. Ponieważ −1 ≤ sinx ≤ 1, dlatego t = −3 należy
udrzucić. Pozostaje wartość t = 1. Dla tej wartości

sinx = 1, gdy xk =
π

2
+ 2kπ, k = 0,±1,±2, ...;
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1.5.1 Zadania

Zadanie 1.22 Rozwia̧ż równanie

(i) sin
πx

2
= 0, (ii) cos

πx

2
= 0.

Zadanie 1.23 Rozwia̧ż równanie

(i) tg
πx

2
= 0, (ii) ctg

πx

2
= 0.

Zadanie 1.24 Rozwia̧ż równanie

(i) sin x + cos x = 0, (ii) sinx = cos x.

Zadanie 1.25 Rozwia̧ż równanie

(i) tg x− ctg x = 0 (ii) tg x = sin x.

Zadanie 1.26 Rozwia̧ż równanie

2 cos2 x− 5 cos x + 2 = 0.

Zadanie 1.27 Rozwia̧ż równanie

2 sin3 x− sin2 x− 2sinx + 1 = 0.

Zadanie 1.28 Rozwia̧ż równanie

tg3x + 3tg2x− 3tg x = 1.

1.6 Nierówności trygonometryczne

Podobnie jak równania trygonometryczne, rozwia̧zujemy nierówności trygonometryczne ko-
rzystaja̧c z wzorów redukcyjnych, wzorów sumy i różnicy funkcji trygonometrycznych.

1.6.1 Nierówności podstawowe dla funkcji sinus

Przyk lad 1.11 Rozwia̧ż nierównówność w przedziala [0, 2π].

(i) sin x ≤ 1

2
, (ii) sinx >

1

2
.

Rozwia̧zanie (i). Funkcja sinus osia̧ga wartość sin x =
1

2
dla ka̧ta x =

π

6
w pierwszej

ćwiartce, lub dla ka̧ta x =
5π

6
w drugiej ćwiartce. Zatem nierówność jest prawdziwa przedziale

[0, 2π] dla

0 ≤ x ≤ π

6

lub
5π

6
≤ x ≤ 2π.
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Zobaczmy to rozwia̧zanie na wykresie funkcji sinus.

-

6

sin x≤ 1
2︷ ︸︸ ︷sin x≤ 1

2︷︸︸︷
− 7π

6
0

1

−1

π

2
ππ

6

1

2

−
3π
2

5π

6
−π

2
2π−π 3π

2

x

y

Zauważmy, że rozwia̧zaniem nierówności sin x ≤ 1
2

na ca lej osi liczb rzeczywistych sa̧ te
punkty x ∈ R, które należa̧ do odcinków

x ∈ [ak, bk] = [
π

6
+ 2kπ,

5π

6
+ 2kπ], gdy k = 0,± 1,± 2, ± 3...;

gdzie ak =
π

6
+ 2kπ, bk =

5π

6
+ 2kπ.

(ii) Podobnie znajdujemy rozwia̧zanie nierówności przeciwnej sin x > 1
2

-

6

−
7π
6

−
11π
6

17π
6

13π
6

0

1

−1

5π
6

π

π
6

1
2

π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π 7π
2

4π
−

π
2

−π−
3π
2

−2π−
5π
2

−3π
x

y

Rozwia̧zaniem nierówności sin x > 1
2 , na ca lej osi liczb rzeczywistych, sa̧ odcinki

[ak, bk] = [
π

6
+ 2kπ,

5π

6
+ 2kπ], k = 0,± 1,± 2, ± 3...; (1.7)

o pocza̧tku w punkcie ak =
π

6
+ 2kπ i końcu w punkcie bk =

5π

6
+ 2kπ. 7

1.6.2 Nierówności podstawowe dla funkcji cosinus

Przyk lad 1.12 Rozwia̧ż nierówność

(i) cos x ≤ 1

2
,

(ii) cos x >
1

2

Rozwia̧zanie (i). Funkcja cosinus osia̧ga wartość cos x =
1

2
dla ka̧ta x =

π

3
w pierwszej

ćwiartce ko la trygonometrycznego lub dla ka̧ta x =
5π

3
w czwartej ćwiartce ko la trygonom-

etrycznego. Zatem nierówność

cos x ≤ 1

2
7Tutaj indeks k ∈ C = {0,±1, ±2, ±3, ... :} przebiega ca ly zbiór liczb ca lkowitych.
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jest prawdziwa w przedziale [0, 2π] dla wartości ka̧ta x ∈ [
π

3
,

5π

3
].

Zobaczmy to na wykresie funkcji y = cos x

-

6

cosx w przedziale [ π
3 , 5π

3 ]︷ ︸︸ ︷

0

1

−1

π
3 2π 3π5π

3
−3π −2π

−3π
2

−π π

−π
2

x

y

Rozwia̧zaniem nierówności cos x ≤ 1
2
, na ca lej osi liczb rzeczywistych, sa̧ odcinki

[ak, bk] = [
π

3
+ 2kπ,

5π

3
+ 2kπ], k = 0,± 1,± 2, ± 3...; (1.8)

o pocza̧tku w punkcie ak =
π

2
+ 2kπ i końcu w punkcie bk =

5π

2
+ 2kπ.

Rozwia̧zanie (ii). Funkcja cosinus osia̧ga wartość cos x =
1

2
dla ka̧ta x =

π

3
w pierwszej

ćwiartce ko la trygonometrycznego lub dla ka̧ta x =
5π

3
w czwartej ćwiartce ko la trygonom-

etrycznego. Zatem nierówność

cos x >
1

2
jest prawdziwa w przedziale [0, 2π] dla wartości ka̧ta

x ∈ [0,
π

3
] ∪ [

5π

3
, 2π]

Zobaczmy to na wykresie funkcji y = cos x

-

6

0

−1

cos x > 1
2

dla x ∈ [0, π
3

) cos x > 1
2

dla x ∈ ( 5π
3

, 2π]

π
3 2π 3π

5π
3−3π −2π

−3π
2

−π π

−π
2

x

y

Rozwia̧zaniem nierówności cos x > 1
2 , na ca lej osi liczb rzeczywistych, sa̧ przedzia ly

[ak, bk] = [2kπ,
π

3
+ 2kπ], k = 0,± 1,± 2, ± 3...;
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o pocza̧tku w punkcie ak =
π

3
+ 2kπ i końcu w punkcie bk =

5π

3
+ 2kπ.

lub przedzia ly

[ck, dk] = (
5π

3
+ 2kπ, 2kπ], k = 0,± 1,± 2, ± 3...;

o pocza̧tku w punkcie ck =
π

3
+ 2kπ i końcu w punkcie dk =

5π

3
+ 2kπ. 8

1.6.3 Nierówności podstawowe dla funkcji tangens i cotangens

Funkcja Tangens. Jak wiemy, funkcja tanges jest określona dla argumentu

x 6= (2k + 1)
π

2
, k = 0,±1, ± 2, ...;

różnego od nieparzystej wielokrotności ka̧ta prostego π
2 .

-

6

tgx︷ ︸︸ ︷
π
2

1

−1
−π

2
−π

4
0 π

4
x

y

Wykres funkcji tgx
dla x ∈ (−π

2
, π

2
)

Funkcja tangens jest rosna̧ca. To znaczy dla wiȩkszych wartości argumentu x warotości
funkcji tanges sa̧ wiȩksze, piszemy

jeżeli x1 < x2 to wartości tg x1 < tg x2. Funkcja tangens jest okresowa o kresie
ω = π, piszemy

tg x = tg(x + π) dla kazdego x 6= (2k + 1)π

2
, k = 0, ± 1, ± 2, ± 3, ...;

Rozpatrzmy wykres funkcji tangens na ca lej osi liczbowej z wyja̧tkiem punktów

xk 6= (2k + 1)
π

2
dla k = 0 ± 1, ± 2, ± 3, ...;

w których watrość funkcji tangens jest nieokreślona.
Przesuwaja̧c wykres funkcji

y = tg x dlax ∈ (−π

2
,
π

2
)

o okres ω = π otzymamy wykesy funkcji tangens w kolejnych przedzia lach określoności

x ∈ (−π

2
,
π

2
), x ∈ (

π

2
,
3π

2
), x ∈ (

3π

2
,
5π

2
), x ∈ (

5π

2
,
7π

2
), .....;

8Tutaj indeks k ∈ C = {0,±1, ±2, ±3, ... :} przebiega ca ly zbiór liczb ca lkowitych.
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Niżej na wykresie zaznaczone sa̧ wartości argumentu x funkcji tangens dla których wartości
tg x sa̧ wiȩksze lub równe jeden, to znaczy spe lniona jest nierówność tg x ≥ 1.

-

6

tgx≥1︷ ︸︸ ︷tgx≥1︷ ︸︸ ︷ tgx≥1︷ ︸︸ ︷ tgx≥1︷ ︸︸ ︷

π
2

3π
4

1

−1

3π
2

2π 5π
2

−
π
2

−
π
4

−π

0
ππ

4 x

y

Przyk lad 1.13 .

(i) Znajdź rozwia̧zanie nierówności

tg x ≥ 1

w przedziale otwartym (−π
2
, π

2
).

(ii) Znajdź wszystkie rzeczywiste rozwia̧zania nierówności

tg x ≥ 1,

dla x 6= (2k − 1)π
2 , k = 0,±1, ±2, ±3, ... :

Rozwia̧zanie(i). Funkcja y = tg x jest rosna̧ca w przedziale (−π
2 , π

2 ).
Wartość jeden funkcja tangens osia̧ga w punkcie x = π

4 , toznaczy, że tg π
4 = 1.

Zatem nierówność
tg x ≥ 1

jest oprawdziwa w przedziale (−π
2 , π

2 ) dla x ∈ (π
4 , π

2 ).
Roozwia̧zanie (ii). Z wykresu funkcji y = tg x widzimy, że w przedziale (−π

2 , π
2 )

tg x < 1 dla x ∈ (−π

2
,
π

4
).

Wszystkie rzeczywiste rozwia̧zania nierówności tg x < 1  latwo odczytamy z wykresu. Mi-
anowicie wartość funkcji tangens jest mniejsza od jeden tg x < 1 dla wszystkich rzeczy-
wistych wartości argumentu należa̧cych do przedzia lów

(−π

2
+ kπ,

π

4
+ kπ), dla k = 0, pm1, ±2, ...;

Zadanie 1.29 Rozwia̧ż nierówność

(i) tg x ≥
√

3, (ii) tg x <
√

3

dla wszystkich rzeczywistych wartosci x 6= (2k + 1)π
2 , k = 0,±1, ±2, ....;

Funkcja cotangens. Jak wiemy, funkcja cotanges jest określona dla argumentu

x 6= kπ, k = 0,±1, ± 2, ...;
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różnego od wielokrotności ka̧ta pó lpe lnego π.

-

6

π
2

1

−1

3π
4

( π
4

, 1)

−
π
2

−
3π
4

−π −
π
4

0 ππ
4

5π
4

x

y

Wykres funkcji y = ctgx
w przedziale (0, π)

Funkcja cotangens jest maleja̧ca i okresowa o okresie ω = π. To znaczy dla wiȩkszych
wartości argumentu x warotości funkcji cotanges sa̧ mniejsze, piszemy

jeżeli x1 < x2 to wartości ctg x1 > ctg x2

Funkcja cotangens jest okresowa o okresie ω = π, piszemy

ctg x = ctg(x + π) dla kazdego x 6= kπ, k = 0,±1, ±2, ...;

Przyk lad 1.14 .

(i) Znajdź rozwia̧zanie nierówności

ctg x ≥ 1

w przedziale otwartym (0, π).
(ii) Znajdź wszystkie rzeczywiste rozwia̧zania nierówności

ctg x ≥ 1,

dla x 6= kπ, k = 0,±1, ±2, ±3, ... :

Rozwia̧zanie (i). Funkcja y = ctg x jest maleja̧ca w przedziale (0, π). Watość ctg x = 1
osia̧ga dla x = π

4 .

Zatem
ctg x ≥ 1 dla x ∈ (0,

π

4
).

Rozwia̧zanie (ii) Z wykresu funkcji okresowej cotangens o okresie ω = π znajdujemy
wszystkie przedzia ly

(kπ,
π

4
+ kπ), dla k = 0,±1, ±2, ...;

w których nierówność ctg x ≥ 1 jest prawdziwa.

Zadanie 1.30 .

(i) Znajdź rozwia̧zanie nierówności

ctg x ≤ 1√
3
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w przedziale otwartym (0, π).
(ii) Znajdź wszystkie rzeczywiste rozwia̧zania nierówności

ctg x >
1√
3

dla x ∈ (0, π).

Zadanie 1.31 .

(i) Znajdź rozwia̧zanie nierówności

ctg x ≥
√

3

w przedziale otwartym (0, π).
(ii) Znajdź wszystkie rzeczywiste rozwia̧zania nierówności

ctg x ≥
√

3,

dla x 6= kπ, k = 0,±1, ±2, ±3, ... :

Zadanie 1.32 .

(i) Znajdź rozwia̧zanie nierówności

ctg x ≥ tg x

w przedziale otwartym (0,
π

2
).

(ii) Znajdź wszystkie rzeczywiste rozwia̧zania nierówności

tg x ≥ ctg x,

dla x 6= kπ

2
, k = 0,±1, ±2, ±3, ... :

Zadanie 1.33 .

Znajdź rozwia̧zanie nierówności

tg2x− 1 ≥ 0

w przedziale otwartym (−π

2
,
π

2
).

1.7 Twierdzenie sinusów

Twierdzenie 1.1 W dowolnym trójka̧cie stosunek d lugości boków do sinusów ka̧tów leża̧cych

na przeciw boków jest sta ly i równy średnicy okrȩgu opisanego na tym trója̧cie. To znaczy

a

sin α
=

b

sin β
=

c

sin γ
= 2R (1.9)

Istnie kilka dowodów twierdzenia sinusów. Tutaj podamy dwa dowody zwia̧zane relacja̧
pomiȩdzy ka̧tem wpisanym w okra̧g i ka̧tem środkowym, którre sa̧ opartym na tym samym
 luku.
Dowód I. Rozpatrujemy okra̧g opisany na trójka̧cie ∆ABC o promieniu R. Z wierzcho lka
A prowadzimy średnicȩ okrcȩgu do przeciȩcia z okrȩgiem w punkcie D. Zauważmy, że ka̧ty
wpisane w okra̧g 6 ABC = β i 6 ADC = δ sa̧ oparte na tym samym  luku ÂC. Zatem sa̧
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równe β = δ. Trójka̧t ∆ADC jest prostoka̧tny, gdyż ka̧t 6 DCA o wierzcho lku C opraty na
średnicy jest prosty.

︸ ︷︷ ︸
R

Dδ

A

B

C

b
a

c

α

β

γ

Okra̧g opisany na trójka̧cie ∆ABC

Z tego prostoka̧tnego trȯjka̧ta ∆ADC, znajdujemy sinus ka̧ta δ. Mianowicie

sin δ =
|AC|
|AD| =

b

2R
, oraz sin β =

b

2R
dla β = δ

Ska̧t obliczamy
b

sin β
= 2R (1.10)

Podobnie dowodzimy tezy dla ka̧ta α trójka̧ta ∆ABC. Jedynie zmieniamy po lożenie średnicy,
jak na rysunku
Dla ka̧ta α prowadzimy średnicȩ CD z wierzcho lka C trójka̧ta ∆ABC do przeciȩcia z
okrȩgiem w punkcie D. Zauważmy, że ka̧ty wpisane w okra̧g 6 CAD = α i 6 ADB = δ

sa̧ oparte na tym samym  luku B̂C. Zatem sa̧ równe α = δ. Trójka̧t ∆BCD jest pros-
toka̧tny, gdyż ka̧t 6 DBC o wierzcho lku B oparaty na średnicy jest prosty.

︸ ︷︷ ︸
R

D

δ

A

B

C

b
a

c

α

β

γ

Okra̧g opisany na trójka̧cie ∆ABC

Z tego prostoka̧tnego trȯjka̧ta ∆BCD, znajdujemy sinus ka̧ta δ. Mianowicie

sin δ =
|BC|
|CD| =

a

2R
oraz sin α =

a

2R
dla α = δ

Ska̧t obliczamy
a

sin α
= 2R (1.11)
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Dla ka̧ta γ prowadzimy średnicȩ BD z wierzcho lka B trójka̧ta ∆ABC do przeciȩcia z
okrȩgiem w punkcie D, jak na rysunku

︸ ︷︷ ︸
R

D

δ

A

B

C

b
a

c

α

β

γ

Okra̧g opisany na trójka̧cie ∆ABC

Zauważmy, że ka̧ty wpisane w okra̧g 6 BCA = γ i 6 BDA = δ sa̧ oparte na tym samym  luku
ÂB. Zatem sa̧ równe γ = δ. Trójka̧t ∆BDA jest prostoka̧tny, gdyż ka̧t 6 DAB o wierzcho lku
A oparaty na średnicy jest prosty. Z tego prostoka̧tnego trȯjka̧ta ∆BCD, znajdujemy sinus
ka̧ta δ. Mianowicie

sin δ =
|AB|
|BD| =

c

2R
oraz sin γ =

c

2R
dla γ = δ

Ska̧t obliczamy
c

sin γ
= 2R (1.12)

Z równości (1.10, 1.11, 1.12) wynika teza twierdzenia (1.9)

a

sin α
=

b

sin β
=

c

sin γ
= 2R (1.13)

Dowód II. Rozpatrzmy trójka̧t ∆ABC. Poprowadźmy wysokość h z wierzcho lka C trójka̧ta
∆ABC na podstawȩ AB.

D

h

h = a sin α

h = b sin β

skad otrzymamy

a sin α = b sin β

a

sinα
=

b

sin β
A

B

C

b
a

c

α

β

γ

Wykonuja̧c proste obliczenia

h = b sin α

h = b sin β

b sin α = a sin β, dzielimy obie strony przez sin α ∗ sin β
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otrzymujemy oczekiwana̧ równość

a

sin α
=

b

sin β
(1.14)

W podobny sposób otrzymamy równość

c

sin γ
=

b

sin β

Mianowicie, W trójka̧cie ∆ABC prowadzimy wysokość h z wierzcho lka B na podstawȩAC

D

h

h = a sin γ

h = c sin α

skad otrzymamy

a sin γ = c sin α

a

sinγ
=

c

sin α
A

B

C

b
a

c

α
β

γ

Wykonuja̧c proste obliczenia

h = a sin γ

h = c sin α

b sin α = a sin β, dzielimy obie strony przez sin α ∗ sin γ

otrzymujemy oczekiwana̧ równość

a

sin α
=

c

sin γ
(1.15)

Porównuja̧c równości (1.14) i (1.15) otrzymamy równość podwójna̧

a

sin α
=

b

sin β
=

c

sin γ
(1.16)

Pozostaje udowodnić, że stosunek d lugości boków trójka̧ta ∆ABC do sinusów odpowiednich
ka̧tów jest sta ly i równy 2R, to znaczy

a

sin α
=

b

sin β
=

c

sin γ
= 2R

Jeszcze raz rozpatrzmy trójka̧t ∆ABC i okra̧g opisany na tym trójka̧jka̧cie o promieniu R

i środku w punkcie O. Ze środka tego trójka̧ta poprowdzźmy promienie do wierzcho lków
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A, B, C orac wysokość h = |OD| trójka̧ta ∆BCO, jak na rysunku

OR

R

R

D

A

B

C

b

a
Dα

h

c

α

β

γ

Okra̧g opisany na trójka̧cie ∆ABC

Zauważmy, że trójka̧t ∆BCO jest równoramienny o d lugości ramion równej promienowi
okrȩgu R

|OB| = |OC| = R

Zatem punkt D, to jest koniec wysokości h = |OD|, dzieli bok BC na po lowȩ
Z twierdzenia o ka̧cie środkowym i ka̧cie wpisanym w okra̧g opartych na tym samym  luku
B̂C wynika że ka̧t środkowy jest dwa razy wiȩkszy od ka̧ta wpisanego,

kat wpisany 6 BAC = α i kat srodkowy 6 BOC = 2α

Wysokość h trójka̧ta równoramiennego ∆BCO dzieli ka̧t śrokowy 6 COB = 2α na po lowȩ.
Zatem ka̧t 6 COB = α w trójka̧cie prostoka̧tnym ∆DCO o przeciwprostoka̧tnej CO i

przyprostoka̧tnych h = |OD| i |DC| = a

2
.

Z trójka̧ta prostoka̧tnego ∆DCO znajdujemy

sin α =
a

2R

Ska̧d otrzymujemy równość
a

sin α
= 2R (1.17)

Z równości (1.16) i (1.17) wynika teza twierdzenia (1.9)

a

sin α
=

b

sin β
=

c

sin γ
= 2R

Twierdzenia sinusów stosujemy w prost do wyznaczania boków i ka̧tów trójka̧ta, na pod-
stawie nastȩpuja̧cych dawanych

1. dwóch boków i ka̧ta naprzeci w jednego z nich,

2. boku i dwóch ka̧tów przyleg lych do tego boku,

Przyk lad 1.15 Oblicz boki i ka̧ty trójka̧ta ∆ABC, maja̧c d lugości dwóch boków |AB| =

c = 4 i |BC| = a = 2 ka̧t α =
π

6
leża̧cy na przeciw boku [BC].
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Rozwia̧zanie. Zaznaczamy dane i niewiadome boki i ka̧ty na rysunku

A
B

C

α = π
6

β =?

γ =?

Trójka̧t 4ABC

c = 2

b =? a = 4

Z twierdzenia sinusów obliczamy promień R okrȩgu opisanego na trójka̧cie

a

sin α
= 2R,

2

sin π
6

= 2R,
2
1
2

= 2R, R = 2.

Nastȩpnie również z twierdzenia sinusów obliczamy sinus ka̧ta γ leża̧cego naprzeciw boku
|AB| = c = 2

c

sin γ
= 2R, sin γ =

c

2R
=

2

4
=

1

2

Ska̧d znajdujemy ka̧t γ = π
6

i ka̧t β z sumy ka̧tów w trójka̧cie

α + β + γ = π, β = π − α− γ = π − π

6
− π

6
=

2π

3
.

Pozosta ly bok |AC| = b obliczamy z twierdzenia sinusów

b

sin β
= 2R, b = 2R sin β = 2 ∗ 2 ∗ sin

2π

3
= 4

√
3

2
= 2
√

3

1.8 Twierdzenie cosinusów

Podobnie jak twierdzenie sinusów, twierdzenie cosinusów stosujemy do obliczanie boków i
ka̧tów dowolnych trójka̧tów.

Twierdzenie 1.2 W dowolnym trójka̧cie ∆ABC

A B

C

α β

γ

Trójka̧t 4ABC

c

b ah

D
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o bokach i ka̧tach zaznaczonych na rysunku zachodza̧ nastȩpuja̧ce zwia̧zki pomiȩdzy bokami

i ka̧tami
(i) a2 = b2 + c2 − 2b c cos α

(ii) b2 = a2 + c2 − 2a c cos β

(iii) c2 = a2 + b2 − 2a b cos γ

Dowód. Udowodnimy pierwsza̧ z wymienionych wyżej równości. Zauważmy, że w przy-

padku trójka̧ta prostoka̧tnego, gdy α =
π

2
wzór (i) jest prawdziwy, gdyż wtedy cos α = 0 i

stosuje twierdzenie Pitagorasa. Dla α <
π

2
. Punkt D, spodek wysokści h, dzieli bok [AB]

na dwie czȩści |AD| i DB|, gdzie 9

|AD| = b cos α, i |DB| = a cos β.

Stosuja̧c twierdzenie Pitagorasa do trójka̧tów ∆ADC i ∆DBC, obliczamy

h2 = |AC|2 − |AD|2

oraz

h2 = |BC|2 − |BD|2

Porównuja̧c prawe strony powyższych równości otrzymamy równość

|AC|2 − |AD|2 = |BC|2 − |DB|2 (1.18)

Nastȩpnie podstawiaja̧c do równości (1.18)

a = |BC|, b = |AC|, c = |AB|,

|AD| = b cos α, |DB| = c− |AD|, |DB| = c− b cos α

otrzymamy zwia̧zek (i), w forminie nieuproszczonej, pomiȩdzy bokami i ka̧tami trójka̧ta
∆ABC

b2 − (b cos α)2︸ ︷︷ ︸
|AC|2−|AD|2

= a2 − (c− b cos α)2︸ ︷︷ ︸
|BC|2−|DB|2

(1.19)

Uproaszcaja̧c powyższe wyrażenia algebraiczne

b2 − (b cos α)2 = a2 − (c2 − 2b c cos α + b2cos2 α)

otrzymamy pierwsza̧ tezȩ (i) twierdzenia cosinusów

a2 = b2 + c2 − 2b c cos α

Pozosta le wzory (ii) oraz (iii) dowodziemy podobnie. Mianowicie, żeby wyprowadzić wzór
(ii) należy poprowadzić wysokość h z wierzcho lka A na bok BC. Natomiast dla dowodu tezy
(iii) należy poprowadzić wysokość h z wierzcho lka B trójka̧ta ∆ABC na bok AC.

9Przypominamy że |AD| oznacza d lugość odcinka [A, D]
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Przyk lad 1.16 W trójka̧cie ∆ABC, dana jest d lugości boku |AB| = 3 i boku |AC| = 3

oraz warość ka̧ta miȩdzy nimi α =
π

3
, jak na rysunku, oblicz d lugość bok a i ka̧ty β, γ.

A B

C

α = π
3 β ?

γ ?

Trójka̧t 4ABC

c = 3

b = 3 a ?

Rozwia̧zanie. Z twierdzenia cosinusów obliczamy

a2 = b2 + c2 − 2b c cos α = 32 + 32 − 2 ∗ 3 ∗ 3 ∗ 1
2

= 9 + 9− 9 = 9.

Ska̧ d lugość boku a =
√

9 = 3.

Maja̧c boki trójka̧ta, a, b, c obliczamy cosinus ka̧tów β i γ.

cos β =
a2 + c2 − b2

2a c
=

32 + 32 − 32

2 ∗ 3 ∗ 3
=

1

2
,

cos γ =
a2 + b2 − c2

2a b
=

32 + 32 − 32

2 ∗ 3 ∗ 3
= −1

2

Jeżeli cos β =
1

2
i cos γ =

1

2
to ka̧t β =

π

3
i ka̧t γ =

π

3
.

1.8.1 Zadania

Zadanie 1.34 Oblicz boki i ka̧ty trójka̧ta ∆ABC maja̧c d lugość dwóch boków

|AB| = 5, |AC| = 5 i kat 6 ABC = 30o

Zadanie 1.35 Oblicz boki trójka̧ta ∆ABC maja̧c d lugość boku |BC| = 25 i ka̧ty

6 CAB = 30o, 6 ABC = 60o

Zadanie 1.36 Oblicz ka̧ty trójka̧ta ∆ABC maja̧c d lugośći boków

|AB| = 15m, |BC| = 30m, |AC| = 45m

1.9 Funkcje cyklometryczne

Funkcje cyklometryczne inaczej funkcje ko lowe arcsin α, arccos α, arctan α i arcctg α sa̧
funkcjami odwrotnymi do funkcji trygonometrycznych w przedzia lach w których funkcje
sin α, cos α, tg α, ctg α sa̧ rosna̧ce lub maleja̧ce.



43

Na przyk lad, funkcja̧ odwrotna̧ do funkcji sin α jest funkcja arcsin α określona w przedziale
otwartym dla α ∈ (−π

2 , π
2 ) lub ogólnie dla

α ∈ (−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2 ∗ kπ), k = 0,±1,±2,±3, ....;

Funkcja̧ odwrotna̧ do funkcji cos α jest funkcja arccos α określona w przedziale otwartym
dla α ∈ (0, π) lub ogólnie dla

α ∈ (−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2 ∗ kπ), k = 0,±1,±2,±3, ....;

Podobnie, funkcje odwrotne do funkcji tg α i ctg α sa̧ funkcje arctg α i arcctg α określone
w przedzialach otwartych
tangens dla

α ∈ (−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ), k = 0,±1,±2,±3, ....;

i cotangens dla
α ∈ (kπ, (k + 1)π), k = 0,±1,±2,±3, ....;

1.9.1 Arcus sinus

Funkcja y = sinx jest rosna̧ca w przedziale domkniȩtym [−π

2
,
π

2
]. Zbiorem wartości tej

funkcji jest przedzia l [−1, 1]. Zatem funkcja odwrotna

x = arcsin y

do funkcji y = sin x istnieje i jest określona w przedziale domkniȩtym [−1, 1]. To znaczy
dziedzina̧ funkcji odwrotnej x = arcsin y do funkcji y = sin x jest zbiór wartości funkcji
y = sin x.

Zatem dla funkcji odwrotnej x = arcsin y zmienna̧ niezależna̧ jest y ∈ [−1, 1], a zmienna̧

zależ jest x ∈ [−π

2
,
π

2
].

Niżej na wykresie w funkcji arcus sinus zmieniamy role zmiennych x, y przyjmuja̧c

y = arcsin x, y ∈ [
−π

2
,
π

2
], gdy x ∈ [−1, 1]

-

6

1

π

2

−π

2

−1 0 x

y

Wykres funkcji
y = arcsin x dla x ∈ [−1, 1]

arcsin 0 = 0

arcsin 1 = π

2

arcsin(−1) = −π

2

Wartości funkcji y = arcsin x dla wybranych wartości argumentu x sa̧ podane w tablicy
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xo radian y = sin x x = arcsin y

−90o −π

2
−1 −π

2

−60o −π

3
−
√

2

2
−π

3

−45o −π

4
−
√

2

2
−π

4

−30o −π

6
−1

2
−π

6
0o 0 0 0

30o π

6

1

2

π

6
45o π

4
0 −π

4

60o π

3

√
2

2

π

3
90o π

2
1

π

2

Zauważmy, że zachodza̧ nastȩpuja̧ce tożsamości

(i) arcsin(sin x) ≡ x, dla − π
2
≤ x ≤ π

2

(ii) sin(arcsin x) ≡ x dla − 1 ≤ x ≤ 1

Rzeczywiście, niech

y = sin x dla x ∈ [−π

2
,
π

2
]

Wtedy funkcja sin x jest rosna̧ca i funkcja do niej odwrotna x = arcsin y istnieje i jest
określona dla y ∈ [−1, 1].
Podstawiaja̧c do lewej strony (i) y = sin x, otrzymujemy tożsamość (i).
Podobnie, niech

y = arcsin x dla x ∈ [−1, 1].

Wtedy funkcja arcsin x, jest rosna̧ce i funkcja do niej odwrotna x = sin y istnieje i jest
określona dla y ∈ [−1, 1].
Podstawiaja̧c y = arcsin x do równości x = sin y, otrzymujemy tożsamość (ii).

1.9.2 Arcus cosinus

Funkcja y = cos x jest maleja̧ca w przedziale [0, π]. Zbiorem wartości funkcji cosinus jest
przedzia l [−1, 1]. Zatem funkcja odwrotna x = arccos y do funkcji y = cos x istnieje i jest
określona w przedziale [−1, 1]. To znaczy dziedzina̧ funkcji odwrotnej

x = arccos y

do funkcji
y = cos x

jest zbiór wartości funkcji y = cosx. Natomiast zbiorem wartości funkcji x = arccosy jest
przedzia l [0, π].
Niżej na wykresie w funkcji arcus cosinus zmieniamy role zmiennych x, y przyjmuja̧c

y = arccos x, y ∈ [0, π], gdy x ∈ [−1, 1]
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-

6

π

0−1 1

π

2

x

y

arccos 0 = π

2

arccos(−1) = π

arccos 1 = 0

Wykresfunkcja y = arccos x dla x ∈ [−1, 1]

Tabela wartości funkcj y = arccos x

dla wybranych wartości argumentu x.

xo radian y = cos x x = arccos y

0 0 1 0

30o π

6

√
3

2

π

6

45o π

4

√
2

2

π

4

60o π

3

1

2

π

3
90o π

2
0

π

2

135o 3π

4
−
√

3

2

3π

4

150o 5π

6
−
√

3

2

5π

6
180o π -1 π

Zachodzi prosty zawia̧zek pomiȩdzy arcus sinus i arcus cosinus

arcsin x + arccos x =
π

2
. (1.20)

Rzeczywiście, zauważamy, że prawdziwa jest nierówność

0 ≤ π

2
− arcsin x ≤ π.

Z nierówności
−π

2
≤ arcsin x ≤ π

2
.

i z równość
cos(

π

2
− arccos x) = sin(arcsin x)

wynika tożsamość (1.20).
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1.9.3 Arcus tangens

Funkcja tangens y = tg x jest okresowa o okresie ω = π i określona dla argumentu różnego
od nieparzystej wielokrotnoći ka̧ta prostego π

2 .

x 6= (2k + 1)
π

2
, k = 0,±1,±2, ...;

Przedzia lem wartości funkcji tangens jest zbiór liczb rzeczywistych R = (−∞,∞).
Funkcja y = tg x jest rosna̧ca od −∞ do ∞ w przedziale otwartym

x ∈ (−π

2
,
π

2
).

Dlatego istnieje funkcja odwrotna
x = arctg y,

do funkcji y = tg x w przedziale otwartym (−π

2
,
π

2
). Bez zmiany w lasności funkcji arcus

tangens możemy zamienić zmienne x, y miejscami, pisza̧c

y = arctan x.

Wartości funkcji arcus tangens należa̧ do przedzia lu (−π

2
,
π

2
), piszemy

−π

2
< arctg x <

π

2
, −∞ < x <∞.

Rozpatrzmy jeszcze raz wykres funkcji tangens. Zauważmy, że wykres funkcji arcus tangens
odwrotnej do funkcji tangens otrzymamy przez obrót wykresu funckcji tangens w kierunku
przeciwnym do ruch wskazówek zegara patrza̧c na wykres z odwrotnej strony.

-

6

tgx︷ ︸︸ ︷
π
2

1

−1
−π

2
−π

4
0 π

4
x

y

Wykres funkcji tgx
dla x ∈ (−π

2
, π

2
)

Na wykresie zaznaczony jest zakres wartości funkcji

y = arctg x dla x ∈ (−∞,∞).
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-

6
π
2

1−1

π
4

−π
2

−π
4

0 x

y
Wykres funkcji arctg x
dla x ∈ (−∞,∞)

L1

L2

arctg 1 = π

4

Funkcja arctagx ma dwie asymptoty L1 i L1 rownolegle do osi x

1.9.4 Arcus cotangens

Funkcja y = ctg x jest maleja̧ca w przedziale otwartym (0, π) i jej zbiorem wartości sa̧
wszystkie liczby rzeczywiste −∞ < y < ∞. Zatem funkcja odwrotna x = arcctg y istnieje
i jest określona dla wszystkich liczb rzeczywistych −∞ < y < ∞. Natomiast jej zbior
wartości zmienia siȩ w zakresie od 0 do π, to znaczy

0 < arcctg y < π, −∞ < y <∞.

Podobnie jak w przypadku funkcji arcu tanges, bez zmiany w lasności funkcji arcus cotan-
gens, zamieniamy zmienne x, y miejscami, pisza̧c

y = arcctg x, dla −∞ < x <∞

Rozpatrzmy jeszcze raz wykres funkcji cotangens. Zauważmy, że wykres funkcji arcus cotan-
gens odwrotnej do funkcji cotangens otrzymamy przez obrót wykresu funckcji cotangens w
kierunku przeciwnym do ruch wskazówek zegara patrza̧c na wykres z odwrotnej strony.

-

6

π
2

1

−1

3π
4

( π
4

, 1)

3π
2

3π
4

7π
4

2π−
π
2

−
5π
4

−π −
π
4

0 ππ
4

x

y
Wykres funkcji y = ctgx
w przedziale (0, π)

Z wykresu funkcji cotangens tworzymy wykres funkcji odwrotnej arcus cotangens

y = arcctg x, dla −∞ < x <∞
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-

6

π

π

4

0

π
2

1
x

y

Wykres funkcji arcctg x

L1

L2

arcctg 1 = π

4

Funkcja arcctg x ma dwie asymptoty L1 to jest os x i L2 rownolegla do osi x

Zachodzi nastȩpuja̧cy zawia̧zek pomiȩdzy arcus tangens i arcus cotangens, pisza̧c

arctg x + arcctg x =
π

2
. (1.21)

Rzeczywiście, zauważamy, że ka̧t

0 ≤ π

2
− arctgx ≤ π,

gdyż ka̧t −π

2
≤ arctgx ≤ π

2
. Zatem mamy tożsamość

ctg(
π

2
− arctgx) = arctgx

Ska̧d wynika tożsamość (1.21).

1.9.5 Zadania

Zadanie 1.37 Oblicza wartość wyrażenia

arcsin
1

2
+ arcsin

√
2

2

Zadanie 1.38 Oblicza wartość wyrażenia

arccos
1

2
+ arcscos

√
2

2

Zadanie 1.39 Oblicza wartość wyrażenia

arctg
1√
2

+ arctg
√

2

Zadanie 1.40 Podaj wykres funkcji

f(x) = sin(arcsin x)

dla argumentu x ∈ [−1, 1].
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Zadanie 1.41 Podaj wykres funkcji

f(x) = cos(arcsin x)

dla argumentu x ∈ [−1, 1].

Zadanie 1.42 Rozwia̧ż równanie

arcsin x− arccos x = 0

Zadanie 1.43 Rozwia̧ż równanie

2arcsin x− arccos x = π

Zadanie 1.44 Rozwia̧ż równanie

arctg x− arcctg x = 0

Zadanie 1.45 Rozwia̧ż równanie

3arctg x− 2arcctg x = π


