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TEMAT: 1.1
O liczbach naturalnych parzystych i nieparzystych

Zbiér liczb naturalnych

Ny ={1,2,3,...m,...} (1)
Umownie do zbioru liczb naturalnych zalicza si¢ zero. Wtedy zbidr liczb naturalnych oz-
naczamy symbolem

N={0,1,2,3,...n,..} (2)
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Chapter 1

Liczby naturalne i catkowite

1.1 Wstep

Koncepcja liczb naturalnych i proste operacje arytmetyczne byly znane juz od okoto 50
tysiecy lat temu. To wiemy na podstawie archeologicznych i historycznych odkryé.
Natomiast pierwszy systematyczny opis arytmetyki liczb naturalnych opracowany zostal
przez starozytnych grekéw w szkole Joriskiej Talesa, (625-545 p.n.e.), w szkole Pitagore-
jskiej (569-475 p.n.e.), na uniwersytecie w Aleksandrii przez Euklidesa (330-267 p.n.e.) i
przez Archmedesa z Syrakus (287-212 p.n.e.)

Teoria liczb jest w dalszym ciagu inspirujacym przedmiotem licznych prac publikowanych
w wiodacych pisamach poswigconych teorii liczb. W ostatnich kilkudziesieciu latach ob-
serwuje sie szerokie zastosowania teorii liczb w projektowaniu systeméw komputerowych w
kryptografii i ochronie danych oraz w tworzeniu nowych algorytmoéw dla potrzeb adminis-
tracji i programow spotecznych.

1.2 Liczby naturalne

Zbior liczb naturalnych dodatnich oznaczmy symbolem

Ny ={1,2,3,..,n,..} (1.1)

Umownie do zbioru liczb naturalnych zalicza si¢ zero. Wtedy zbidr liczb naturalnych oz-
naczamy symbolem

N={0,1,2,3,....n,..} (1.2)
1.2.1 Wilasnosci liczb naturalnych

Oczywiste wlasnosci zbioréw N4 i N.
zbior liczb naturalnych dodatnich Ny
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Suma liczb naturalnych m + n tez jest liczbg naturalng. Zatem dla dowolnych liczb natu-
ralnych m,n € N ich suma
m+neN

nalezy do zbioru liczb naturalnych.
To znaczy ze zbidr liczb naturalnych jest zamknigty ze wzgledu na operacje dodawania.
Na przyklad dla liczb m =7, n =5, ich suma

m+n=74+5=12€ N

12 jest liczba naturalna.
Operacja dodawania jest przemienna dla dowolnych liczb naturalnych m, n suma

m+n=n+m

Na przyklad 5+3=3+5=8¢€ N.

Podobnie zbidr liczb naturalnycj jest zamkniety na operacje mnozenia oraz operacja mnozenia
jest przemienna

Mianowicie, iloczyn liczb naturalnych m % n jest liczba naturalng.

Zatem dla dowolnych liczb naturalnych m,n € N ich iloczyn

mxn €N

nalezy do zbioru liczb naturalnych.
To znaczy ze zbidr liczb naturalnych jest zamknigty ze wzgledu na operacje mnozenia.
Na przyklad dla liczb naturalnych m = 7, n =5 ich iloczyn

mxn=7x5=35& N

jest liczba naturalng. Operacja mnozenia jest przemienna dla dowolnych liczb naturalnych
m,n iloczyn
m*xn=mnxm

Natomiast, wynik odejmowania liczb naturalnych nie zawsze jest liczba naturalng.
Na przyklad, réznica liczb
3-5
nie jest liczba naturalna, ale réznica 3 — 5 = —2 jest liczba catkowita. Liczby catkowite

omoéwimy w nastepnym paragrafie.

1.2.2 Suma kolejnych liczb naturalnych
Zapiszmy skladniki sumy n kolejnych liczb naturalnych

Sn=14+243+...4+n

w odwrotnej kolejnosci i dodajmy rownosci stronami, jak nizej:

Sh = 14243+ +(n—-2)+(n—1)+n
Sn = n+(n—1)4+n—-2)+---+3+2+1
2xS, = (n+)+Mm+)+n+1)+-+n+1)+(n+1)

n skladnikow sumy



Skad obliczmy sume S, .

1
S, — n(n+1) (1.3)
2
Dla n = 10 obliczamy Sy¢
1011
Sio = ; = 55

1.2.3 Przyklady
Przyklad 1.1 Oblicz sume kolejnych 15 liczb naturalnych

Si5=1+24+3+44+5+6+7+84+9+10+11+12+134+14+15
uzywaggc tylko jednej operacji mnozenia i jednej operacji dzielenia.

Rozwiazanie:
Zapiszmy skladniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy stronami réwnosci, jak nizej:

S1s5 = 14+24+3+44+54+64+7+8+9+10+11+124+13+14+15
S1s = 15+144+13+12411+104+94+8+74+6+5+4+3+2+1
28515 = 16+164+16+11+16+16+16+16+16+ 16+ 16 + 16+ 16 + 16 + 16

16 skladnikow sumy
Skad obliczmy sume Si5 uzywajac jednego mnozenia i jednego dzielenia.

S15 =15%16 : 2 =120

1.3 Liczby parzyste
Zauwazmy, ze wszystkie liczby parzyste
2, 4,6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20,..,30, 32, 34, ...40, 4244, ..., 50, 52, ...;

maja cyfre jednosci
0 lub 2 lub 4 lub 6 lub 8

Natomiast wszystkie liczby nieparzyste
1, 3,5,7,9, 11, 13, 15, 17, 19,..,21, 23, 25, ...41, 43 45, ...,51, 53, ...;

maja cyfry jednosci
1 lub 3 lub 5 lub 7 lub 9

1.3.1 Suma kolejnych liczb parzystych

Wyprowadzenie ogélnego wzoru na sume kolejnych liczb parzystych zazaczynamy od przykladu
Przyklad 1.2 Oblicz sume 10-ciu kolejnych liczb parzystych

Sio=2+44+6+84+10+124+14+16+ 18+ 20



Rozwiazanie: Zapiszmy skladniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy stronami réwnosci,
jak nizej:

S1o = 24+4+464+84+10+124+14+164+18420
S1o = 204 184+16+14+124+10+84+6+4+2
2% S0 = 224224224224+ 22+22+ 22+ 22+ 22+ 22

10 skladnikow sumy
Skad obliczmy sume S1¢ uzywajac jednego mnozenia i jednego dzielenia.

10 * 22

Sio=10%22:2=110 lub S0 = =110

1.3.2 Wzdr ogdlny na sume kolejnych liczb parzystych
Napiszmy sume n kolejnych liczb parzystch
Sp=24+4+--+2n—-2)+2n

Skiadniki sumy piszemy w odwrotnej kolejnosci i dodajemy stronami rownosci, jak nizej:

Sh = 2+ 4+ 6+ e+ 2n— 24 2n
Sp = 2n+ 2n—-2)+ (2n—-4)+ ---+ 4+ 2
2%S, = (2n+2)+ 2n+2)+ 2n+2)+ -+ (2n+2)+ (2n+2)

n skladnikow sumy

g, = MENE2) 20D )

Sio = =10%11 =110

1.3.3 Przyklady
Przyklad 1.3 Suma trzech kolejnych liczb parzystych rowna jest 84. ZnajdZ te liczby.

Rozwiazanie:
Kolejne liczby parzyste to
2n —2, 2n, 2n+ 2,

Ich suma
2n—2)+2n+ (2n+2) =6n =284
Obliczamy n:

6n=84, n=84:6=14
Obliczmy trzy kolejne liczby parzyste

2 —2=2%14—2=26,
2n =214 = 28,
2n+2=2%14+2=30

Sprawdzenie: Obliczamy sume trzech kolejnych liczb parzystych
26 4+ 28 + 30 = 84.
Zadanie 1.1 Oblicz sume 15-stu kolejnych liczb parzystych



1.4 Liczby nieparzyste
Liczby nieparzyste
1,3,5, 7,9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, ..., (2n+1),...;

maja cyfry jednosci
1 lub 3 5 lub 7 lub 9

Zauwazmy, ze liczby nieparzyste sa podzielne przez 2 z reszta 1. Kazda liczbag n nieparzysta
pieszemy w postaci ogdlnej

n:2k—1, dla k:l, 23;;55;

1.4.1 Suma kolejnych liczb nieparzystych
Suma kolejnych k liczb nieparzystych

14+34+54+7+94+114+13+154+174+194+21+234+ ...+ (2k—1)

k skladnikow sumy

ma k skladnikéw. Wartosé ostatniego skladnika tej sumy n = 2k — 1.
Na przytad, suma k = 104, kolejnych liczb nieparzystych

S10=14+3+5+74+9+11+13+154+17+19 =100

10 skladnikow sumy

ma 10 skladnikéw
1, 3,5, 7,9, 11, 13, 1517, 19

Ostatnni sktadnik 10, tej n =2 %10 — 1 = 19, gdy k£ = 10.

1.4.2 Ogdlny wzdér na sume kolejnych liczb nieparzystych

Wyprowadzenie ogélnego wzoru na sume kolejnych liczb nieparzystych zacznijmy od przykladu

Przyklad 1.4 Oblicz sume 10-ciu kolejnych liczb nieparzystych
Sio=1+3+5+7+9+114+13+154+17+19

Rozwiazanie: Zapiszmy sktadniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy réwnosci stron-
ami, jak nizej:

S1o = 1 +34+5+7+94+11+134+15+174+19
S10 = 194+17+154+134+114+9+7+54+3+1
2% S = 20420420420+ 20+ 20 + 20 + 20 + 20 + 20

10 skladnikow sumy
Skad obliczmy sume S1p uzywajac jednego mnozenia i jednego dzielenia.

10 % 2
0 % 02100

S10=10%20:2=100 lub Sj9=

Teraz powtorzmy powyze operacje dla k skladnikéw sumy liczb nieparzystych w ktérej ostani
skladnik n = 2k — 1. Zapiszmy sktadniki sumy

Sp=1+43+---+(2k—1)



w odwrotnej kolejnosci i dodajmy stronami réwnosci, jak nizej

Sp = 1+ 3+ 5+ o+ (2n=3)+ (2n-—-1)
Sn, = 2n—-1D+ (2n-3)+ (2n—-5)+ -+ 3+ 1
2% 5, = 2n+ 2n+ 2nt+ 4+ 20+ 2n

Skad obliczmy sume S, .

25, =n*2n, Sp = =n*n=mn

Dla k& = 10 obliczamy Sig
SIO =10%10 =100

Przyklad 1.5 Suma trzech kolejnych liczb nieparzystych rowna jest 51. ZnajdZ te liczby.
Rozwiazanie: Kolejne liczby nieparzyste to
2n+1, 2n+3, 2n-+5.

Ich suma
@2n+1)+(2n+3)+ (2n+5)=6n+9 =51

Obliczamy n:
6n+9=>51, 6n=42, n=42:6="71.

Obliczmy trzy kolejne liczby nieparzyste

2n+1=2x7+1=15,
2n+3=2x7+3 =17,
2n+5=2x7+5=19.

Sprawdzenie: Suma trzech kolejnych liczb nieparzystych

15+17419 = 51.



