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TEMAT 11.2: FUNKCJA PIERWIASTEK,
10 godzin lekcyjnych po 45 minut
Tadeusz STYS

Y
Pierwiastek v/4 = 2
2
p 1
—2 -1
O 1 2 3 4
Wykres funkcja y(x) = vz
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Chapter 1

Pierwiastki arytmetyczne {/a

Operacja wyciaganie pierwiastka stopnia n z liczby a jest odwrotna operacja do potegowania,
jezeli operacja odwrotna jest wykonalna w liczbach rzeczywistych.

Zacznijmy od okreslenia pierwiastka arytmetycznego, to znaczy pierwiastka kwadratowego.

Defimnicja 1.1 Pierwiestkiem kwadratowym z liczby nieujemnej a > 0 nazywamy liczbe
nieujemng b > 0, ktora spetnia réwnosé

b = a.
Pierwiastek kwadratowy z liczby a > 0 oznaczamy symbolem

b=+a.

1.0.1 Przyklady

Przyklad 1.1 Pierwiastekiem kwadratowym z liczby a = 4 jest liczba b = 2, poniewaz liczba

jest dodatnia 2 1 spetnia rownosé
2? = 4.

Piszemy

Vi =2.

Rowniez liczba ujemna liczba —2 spetnia rownosé
(_2)2 = 45

Z definicji liczba —2 nie jest pierwiastkiem kwadratowym z liczby 4.

Ogolnie, rzeczywiste pierwiastki stopni parzystych
n=2k k=1,2,3,...:

nie istniejg z liczb ujemnych. W szczegolnosci, pierwiastek kwadratowy z liczb ujemnych nie
istnieje w zbiorze liczb rzczywistych.



1.1 Funkcja pierwiastek kwadratowy

Podobnie okreslamy funkcje pierwiastek kwadratowy.

Defimnicja 1.2 Wartos¢ nieujemna y > 0 funkcji pierwiastek kwadratowy
y=,

rowna jest pierwiastkowi kwadratowemu z liczby nieujemnej x > 0.
Zatem funkcja piewrwiastek kwadratowy jest dobrze okreslona dla argumentu x € [0,00) i
wartosci y € [0,00) nalezgeych do pdlprostej [0, 00).

Y
Pierwiastek v/4 = 2
2
p 1
-2 -1 x
; ; ; O '1 '2 '3 4
Wykres funkcja y(x) = Vx

1.1.1 Przyklady

Przyklad 1.2 Uprosé wyrazenie przez rozktad liczby pod pierwiastkiem na czynniki pierwsze
(1) V200, (ii) V144

Rozwiazanie.

(i)

V200 = V2 % 100 = V2 % 102 = 10v2
(ii)

V432 = V3% 144 = V3% 122 = 12V/3

Przyklad 1.3 Oblicz wartosé wyrazenia

(10 — V10)(10 ++/10)  100—10
V10 V10
90
V10
90+/10
10
= 9V10

2

| *

2




Przyklad 1.4 Uprosé wyrazenie przez rozktad na czynniki pierwsze liczby pod pierwiastekiem

V432 — V48
Rozwiazanie.
Rozklad liczb 432 ¢ 48 na czynniki pierwsze
432 | 2 48 | 2
216 | 2 24 | 2
108 | 2 12 | 2
54 | 2 6 | 2
27 | 3 3 ] 3
9 | 3 1
3 | 3
1

Skad otrzymujemy rozklad liczb na czynniki piewrwsze
432 =2 %33 48=2%x3
Uproszczenie wyrazenia
VA32— V48 = V2433 —V24x3
3V16+3 — V16+3 =2V3

Przyklad 1.5 Uprosé wyrazenie

V90 — V40 V9510 — V4% 10

V10 V10
V32x10—- V2210
B V10
~3V10 - 2v10
B V10
AT
V10

1.2 Algorytm cyfra po cyfrze obliczania pierwiastka kwadra-
towego

Zacznijmy opis algorytmu od przykladow.
1.2.1 Przyklady

Przyklad 1.6 oblicz przyblizong warto$é pierwiastaka /2 z doktadnoscig 4 znaki po przecinku.

Schemat algorytmu obliczania pierwiastaka kwadratowego z liczby a = 2.0 > 0 dodatniej
jest podobny do schemtu dzielenia liczb catkowitych.

1. W pierwszym kroku, cyfry liczby a = 2,0 uzupelniamy zerami i dzielimy na grupy po
dwie w lewo od przecinka i w prawo od przecinka, jak nizej

4/02,00 00 00 00



2. Znajdujemy najwicksza liczbe p taka, ze p? jest mniejszy od liczby o dwéch pierszych
cyfrach liczby a. W tym przykladzie

p?<a=2.
Jasne, ze dla a = 2 liczba p = 1, poniewaz p? = 12 < 2.

Natomiast liczba p = 2 juz jest za duza, p? = 22 = 4 jest wieksza od p = 2.
Zatem, liczbe p = 1 piszemy nad kreska, jak nizej

1 cyfry

+/02,00 00 00 00 | 1

Tloczyn px1 =11 =1 odejmujemy od liczby 02, jak w pisemnym dzieleniu

L. cyfry Va
/02,00 00 00 00 |
01 | |
- | r =100 |1
0100 | |

3. Nastepna cyfre liczby v/2 znajdujemy dopisujac do liczby 2 * p = 2 1 cyfre jednosci
dla ktérej iloczyn

y=(20p+z)xz <7 = 100. (1.1)

W ten sposéb cyfry liczby p zwigkszamy o jedng cyfre x, ktéra obliczamy, w tym przykladzie,
przez podstawienie p = 4 do réwnania (1.1)

y=(20%4+4)*4 =96.

Cyfre 4 dopisujemy do cyfry 1. nad kreska po przecinku, dalej wykonujemy operacje odej-
mowania jak w dzieleniu pisemnym

1.4 cyfry Va
4/02,00 00 00 00 |

01 |
- | 7 =100
100 |
096 | 1y =20%4+4=96
|
|

000400

4. Nastepna cyfre liczby p = 1.4 znajdujemy w podobny sposoéb.
Mianowicie, liczbe¢ p = 14 mnozymy przez 2 i dopisujemy do iloczynu cyfre  dla ktorej
warto$¢ wyrazenia

(20p+x)xx=(20%x 14+ 1)« 1 = 281 < 400

jest najwigksza, a mniejsza od 400. Latwo sprawdzimy, ze x = 1.



Cyfre = 1 dopisujemy do liczby p = 1.4 nad kreska. Dalej wykonujemy operacje odej-
mowania jak w dzieleniu pisemnym

1.41 cyfry /a
4/02,00 00 00 00 |
01 | |
- |y =100 | z=1
100 | |
96 | ro=20%4+4=96 | =4
- | |
400 | |
281 | 3= (20%14+1)%1=281 | z=1
- | |
191 | |

Cyfre 4 dopisujemy do cyfry 1. nad kreska po przecinku, dalej wykonujemy operacje odej-
mowania jak w dzieleniu pisemnym

000400

1.4 cyfry Va
4/02,00 00 00 00 |
01 | |
- | =100 | z=1
100 | |
096 | F—2=20%414=96 | z=4
|
|

5. Nastepna cyfre liczby p = 1.41 znajdujemy w podobny sposéb.
Mianowicie, liczbe p = 141 mnozymy przez 2 i dopisujemy do iloczynu cyfre x dla ktorej
warto$¢ wyrazenia

(20p + z) % & = (20 * 141 4+ 4) % 4 = 11256 < 11900

jest najwigksza, a mniejsza od 11900. Latwo sprawdzimy, ze z = 4.
Cyfre x = 4 dopisujemy do liczby p = 1.41 nad kreska. Dalej wykonujemy operacje odej-
mowania jak w dzieleniu pisemnym

1.414 cyfry Va
/02,00 00 00 00 |
01 | |
- | =100 | z=1
100 | |
96 | ro=20%4+4=96 | =4
- | |
400 | |
281 | 3= (20%14+1)x1=281 | z=1
- | |
11900 | |
11296 | 3= (20%14+1)%1=281 | a=4
S | |
604 | |

6. Nastepna cyfre liczby p = 1.414 znajdujemy w podobny sposéb.
Mianowicie, liczbe p = 1414 mnozymy przez 2 i dopisujemy do iloczynu cyfre = dla ktorej



warto$¢ wyrazenia
(20p + =) * x = (20 % 1414 + 2) % 2 = 56564 < 60400

jest najwigksza, a mniejsza od 60400. Latwo sprawdzimy, ze © = 2.

Cyfre * = 2 dopisujemy do liczby p = 1.414 nad kreska. Dalej wykonujemy operacje
odejmowania jak w dzieleniu pisemnym

1.4142 cyfry a
/02,00 00 00 00 |
01 | |

- | =100 | z=1
100 | |

96 | ro=20x4+4=096 | 2 =4
-—= | |
400 | |

281 | rg=(20%14+1) %1 =281 | z=1
-—= | |
11900 | |

11296 | rg=(20%141+ 1)1 =281 | =4
- | |
60400 | |

56564 | rg=(20%1414+2) %2 =56564 | z =2
-—= | |
3836 | |

Konczac obliczenia z dokladno$cia 4 cyfry po przecinku, otrzymujemy przyblizona wartos$c
pierwiastka /2 ~ 1.4142.

Jasne, ze mozemy kontynuowaé ten proces obliczenia /2, zeby otrzyma¢ wieksza dokladnosé
niz 4.

1.3 Réwnaia z wyrazeniem /x
Rozwiazywanie réwnan z wyrazeniem +/r wyjasniamy w nastepujacych przyktadach:

1.3.1 Przyklady

Przyklad 1.7 Rozwigz réownanie:

T =z, z > 0.

Rozwiazanie. Naturalnie rozwigzania szukamy w dziedzinie tego rownania, to jest w
przedziale [0, c0) liczb nieujemnych. Podnoszac stronami do kwadratu to réwnanie, otrzy-
mamy réwnanie nie réwnowazne

z¢=2z, —oo<x< 00, (1.2)



ktére ma sens liczbowy dla wszystkich liczb rzeczywistych wilaczajac liczby ujemne.
Latwo znajdujemy rozwiazanie

r—22=0, x(x—1)=0, =0,
lub (1.3)
rz—1=0, =1

Sprawdzmy, ze oba pierwiastki x = 0 lub = 1 naleza do dziedziny [0, 00). Zatem to
réwnanie ma dwa rozwiazania x = 0, x = 1.

Przyklad 1.8 Rozwigz réownanie
V2 =+vVax—1 (1.4)

Rozwiazanie.

Zauwazamy, ze réwnanie (1.4) jest okreslone dla wyrazenia pod pierwiastkiem 2z > 0, gdy
x > 0 oraz dla wyrazenia po prawej stronie z —1 > 0, gdy « > 1.

Zatem dziedzina tego réwnania jest pélprosta [1, 00).

Podnoszac stronami réwnanie (1.4) do kwadratu otrzymamy réwnanie nie réwnowazne

20 =z — 1,
ktérego rozwigzanie
r=—1
nie nalezy do dziedziny réwnania (1.4), piszemy z = —1 ¢ [1, 00).

Odpowiedz: Réwnanie (1.4) nie ma rozwigzan w liczbach rzeczywistych.
Przyklad 1.9 Rozwigz réownanie:
Ve+l—ve—-1=1, z2>1. (1.5)

Rozwiazanie. Naturalnie rozwigzania szukamy w dziedzinie tego réownania, to jest w
przedziale (1,00),gdyz+1>0ixz—12>0.

Podnoszac stronami do kwadratu to réwnanie, otrzymamy réwnanie nie réwnowazne
(z+1)=2v/(z+)(z-1)+(x—-1)=1
lub (1.6)
20 =222 —1=1

ktére ma sens liczbowy dla wszystkich liczb rzeczywistych @ < —1 lub « > 1 wlaczajac
liczby ujemne mniejsze od —1. Zatem réwnanie (1.5) ma rézng dziedzine od dziedziny
réwnan (1.6).

Roéwnanie (1.6) napiszmy w postaci



10

Dalej, podnoszac jeszcze raz ostatnie réwnanie stronami do kwadratu, otrzymamy réwnanie
rowniez nie réwnowazne

1
1= (G- o),
lub

1
xQ—IZZ—x—i-:cQ,
lub,

)
—_ 29

- ,

ktore ma sens liczbowy dla wszystkich liczb rzeczywistych.

Rozwiazaniem ostatniego rownania jest liczba x = 1 > 1, ktora nalezy do dziedzny réwnania.

Sprawdzamy, ze x = — jest rozwiazaniem réwnania (1.5)

1

5 5 9 1 3 1

N R
1.4 Pierwiastek kubiczny /a

W odréznieniu od pierwiastkow stopni parzystych, istnieja rzeczywiste ujmne pierwiastki
stopni nieparzystych
n=2k+1, k=1,2,3,...,

z liczb ujemnych.
Mianowicie, rozpatrzmy pierwiastek kubiczny, gdy n = 3.

Defimnicja 1.3 Pierwiastekiem kubicznym (n = 3) z liczby a dodatnie lub wjemnej jest
liczba

b=a lub b=a?

ktora spetnia réwnosé
¥=a

Na przyklad dla a = 8 lub a = —8 pierwiastek kubiczny
b= /8 =2, bo b3 =23=38,
b=+v/—-8=-2 bo b3 = (-2)3=-8

Nizej w tabeli podane sa pierwiastki kubiczne niektérych liczb

a -125 |64 | 27 | -8 -1 |0 | 1|8 |27 |64 | 125
y=a 5| 4| -3]-2|-1|0]|12| 3| 4 5

1.5 Funkcja pierwiastek kubiczny y = /x

Podobnie jak funkcje pierwiastek kwadratowy, okreslamy funkcje pierwiastek kubiczny.
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Defimnicja 1.4 Wartosé y funkcji pierwiastek kubiczny
y =V,

réwna jest pierwiastkowi kubicznemu z liczby x € (—00, 00).
Zatem funkcja piewrwiastek kubicznywy jest dobrze okreslona dla argumentu x € [—o00, 00)
i wartosci y € (—oo, 00) nalezgeych do zbioru liczb rzeczywistych (—oo, 00).

Zauwazmy, ze funkcja pierwiastek jest rosnaca, to znaczy ma wieksze wartosci dla wiekszych
argumentéw, piszemy

Jezeli argumenty 1, zo spelniaja nier6wnosé
1 < To

to odpowiednie wartosci y1, y2 spelniaja nieréwnoscé

1 < Yo.
Y
i Pierwiastek V/8 = 2
Pierwiastek \3/__ — _9
2 T
e s e x
................. - 0 g g 8
-2
Wykres funkcja y(x) = /x

1.6 Przyklady wyrazen z pierwiastakami stopnia n = 3

1.6.1 Przyklady
Przyklad 1.10 Oblicz wartosé wyrazenia

/81
V64
Rozwiazanie.
Zauwazamy, ze 81 = 33 i 64 = 26,
Obliczamy

3

—_
%
w

36 ) 26
Przyklad 1.11 Oblicz wartosé wyrazenia

81 — /64

3
=

E

w
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Rozawiazanie.
Wiadomo, ze
81 =234 64=25

Zatem warto$¢ wyrazenia
I (N L Ve
393-4  3U3-4  3U3-4

Przyklad 1.12 Uprosé wyrazenie przez rozktad liczby pod pierwiastkiem na czynniki pier-

o (i) V192, (ii) V648

Rozwiazanie.

(i)

V192 = /3 %64 = V3 %26 = V3 %43 =43
(ii)

V648 = /8% 81 = V23 %34 =2vV/33 x3=2%3V3=6V3

Przyklad 1.13 Oblicz wartosé wyrazenia

(100 — /1000)(100 + /1000)
/1000

Rozwiazanie.
Zauwazamy, ze v/ 1000 = 10 oraz stosujemy wzér na rzni¢ kwadratéw

(100 — ¥/1000)(100 + ¥/1000) (100 — V/103)(100 4 v/103)
Y1000 10
(100 — 10)(100 + 10)
10
1002 — 102 10000 — 100
10 N 10

=990

1.7 Pierwiastek arytmetyczny stopnia n

Ogédlnie, pierwiastek arytmetyczny stopnia n okreslamy jako operacje odwrotna do operacji
potegowania okreslong dla liczb rzeczywistych nieujemnych.

Defimnicja 1.5 Pierwiestkiem arytmetycznym n-tego stopnia z liczby nieujemnej a > 0
nazywamy liczbe nieujemng b > 0, ktora spetnia réownosé

" =a, n=2,34,..;
Pierwiastek arytmetyczny z liczby a > 0 oznaczamy symbolem
b= a.

Nizej podajemey pierwiastki arytmetyczne z niektorych liczb nieujemnych.
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1.7.1 Przyklady
Przykiad 1.14

Dlan=2, a=256, +256=16, b=16, 162 = 256,

Dlan=3, a=512, <512=8, b=38, 8% = 512,
Dian=4, a=256, +/256=4, b=4, 44 = 256,
Dlan=5, a=1024, V1024=4, b=4, 45 = 1024,

1.8 Dzialania na pierwiastkach

Nizej w tabeli podane sa wzory operacji na pierwiastkach

Vva™ =a a>0 ar =a
{L/a*b:{‘/a*% a>0 b>0
([0 Ve a>0 b>0

b Wb
Vo = (/)" [ a>0 ][ Vam=a¥

Na przyklad

Vo =2 a=2>0 2m =21 =2

Vix9= V4% Y9=2+%3=6 a=4>0 b=9>0
./125 Y125 5

o1 T~ 1 a 5>0 64 > 0

/38 = (V/3)8 a=3>0| V3 =31=32=9

Przyklad 1.15 Obliczamy wartosé wyraZenia

3/ /3096 = AT = Vo E = YT = @ =22 =4

1.9 Zadania

Zadanie 1.1 Oblicz wartos¢ wyrazenia przez rozktad liczby pod pierwiastkiem na czynniki

pierwsze
(1) V300, (i) V169
Zadanie 1.2 Oblicz wartosé wyrazenia

(20 — V10)(20 + v10)
V3

Zadanie 1.3 Oblicz wartosé wyrazenia przez rozktad na czynniki pierwsze liczby pod pier-

wiastekiem
V3072
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Zadanie 1.4 Upro$é wyrazenie

V160 — /90
V10

Zadanie 1.5 Oblicz wartosé wyrazenia

v/ 72
/51

Nej

[\]

Zadanie 1.6 Oblicz wartos¢ wyrazenia przez rozktad liczby pod pierwiastkiem na czynniki

(i) V384, (ii) V1296
Zadanie 1.7 Oblicz wartosé wyrazenia

(20 — {/1000)(20 + /1000)
/1000

Zadanie 1.8 Oblicz wartosé wyrazenia

pierwsze

Zadanie 1.9 Rozwig? réownanie

Zadanie 1.10 RozwigZ réownanie

Zadanie 1.11 RozwigZ réownanie

Ve+2—+vVr—2=2



