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Chapter 1

System pozycyjny binarny

1.1 Ogolna forma systeméw pozycyjnych liczbowych

Ogdlna forma systemow pozycyjnych liczbowych ma posta¢ wielomianu

2

1P n2p" 4 4 ap® + a1p+ ao, (1.1)

gdzie liczbe naturalna p > 2 nazywamy podstawa systemu liczbowego. Natomiast wspoétczynniki
Qp—1, Qp—2, ..., A1, g Nazywamy cyframi systemu liczbowego.
Cyfry systemu liczbowego o podstawie p sa to liczby jednocyfrowe:
0,1,2,3,...,p—1
z ktérych tworzone sa liczby systemu. Ilos¢ cyfr zalezy od podstawy p i jest rowna p.

Samag liczbe = piszemy umownie jako nastepujacy ciag cyfr

T = (An—10n—2...000),

1.2 System dwdjkowy. Binarny

W systemie pozycyjnym binarnym podstawa p = 2. Wielomian jest wyrazeniem alge-
braicznym
an-12"" '+ an22" 2+ +a12+ag = (@n—1Gn—2...a100)2

Wtedy mamy tylko dwie cyfry 0,1 a wspoélczynniki
Qp, 01, - 05 Ap—1

przyjmuja wartosci 0 lub 1.
Na przyklad, liczba binarna czterocyfrowa

T = agasaiag = 1010

ma
iloéé jednodci 2° =1, o = 0,

flog¢ dwéjek 21, ay = 1,

iloéé kwadratéw dwdjek 22, ag =1
iloéé kubikéw dwéjek 23, az = 1.



Zauwazmy, ze w systemie dziesigtnym podstawa jest liczba 10. W systemie dziesigtnym
piszemy liczby uzywajac 10-ciu cyfr

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Natomiast w systemie binarnym podstawa jest liczba 2. W binarnym systemie jest dwie

cyfry
0,1,

ktére sa jednoczesnie liczbami jednocyfowymi binarnymi.
Liczby binarne dwucyfrowe piszemy w ogélnej postaci

aq * 2 “+ ag = (alao)g

gdzie cyfra dwdjek jest wspoélczynnik aq, cyfra jednosci jest wspdlczynnik ag

Przyklad 1.1 Liczba binarna x = (11)2

15241 =(11)s.

Tytaj cyfrg dwdjek jest wspotczynnik a1 = 1, cyfra jednosci wspotczynnik ag = 1. Wartosé
tej liczby binarnej w zapisie dziesietnym jest rowna 3.

Liczby binarne trzycyfrowe piszemy w ogélnej postaci
a9 * 22 + aq * 21 “+ ag * 20 = (CLQCLlCLO)Q

gdzie kolejne potegi dwdjki
2x2=22 2t=2 20=1.

Przyklad 1.2 Na przyktad liczbe binarng x = (101)2 w ogdlnym zapisie piszemy
a9 * 22 + ap * 21 + ag * 20 = (CLQCLlCLO)Q,

1522 40%2" +1%2° = (101)o,

gdzie cyfra binarna ay = 1 jest wpdtczynnikiem przy 22,
cyfra binarna a1 = 0 jest wpdltczynnikiem przy 2,

cyfra binarna jednosci ag = 1.

Wartosé tej liczby binarnej

(101)g =1%22 402" +1x2"=5
w zapisie dziesietnym jest rowna 5.

Ogodlnie liczby n-cyfrowe w pozycyjnym systemie binarnym piszemy jako wspdlczynniki
wyrazenia algebraicznego

12"+ 22" 4+ 32" P 4+ a12 4+ ag = (an—1a5-2...a1a0)2



gdzie kolejne potegi podstawy 2 sa:

2l = 9
<~
1
22 =9%2
<~
2
23 =2%2%2
——
3

23 = 2% 2k k... %2
—_

n—3
M2 = 2% 2k k... %2
—_—

n—2

2Pl = 92% 2% 2% .. %2
2

n—1

Tutaj 2%, 22, 23 ... 277! oznacza liczbe 2 pomnozona przez siebie 1 raz lub 2 razy lub 3 razy
itd...n — 3 razy n — 2 razy i n — 1 razy. Liczba 2 pomnozona przez siebie zero razy 2° = 1.

Przyklad 1.3 Niech n =5, wtedy liczbe binarng pieciocyfrowg x = (10101),.
piszemy w postact wyrazenia arytmetycznego

120 4028 +0%22 + 0% 2" +1%2° = (10001),

gdzie wpsdtczynnik przy 2* jest réwny ay = 1,

wpsdtczynnik przy 23 jest réwny az = 0,

wpsdtczynnik przy 22 jest réwny as = 0,

wpsotczynnik przy 24 jest réwny a; =0,

i wpsdtezynnik jednosci binarnych, przy 20 jest réwny ag = 1.

1.2.1 Przeliczanie liczb dziesietnym na liczby binarnym

Kazda liczbe dziesietna mozna przeliczy¢ na liczbe binarna. To przeliczanie jest proste. Mi-
anowicie, dzielimy liczbe dziesietna przez 2 i piszemy reszte. Nastepnie cze$¢ catkowita tego
dzielenia dzielimy przez 2 i piszemy reszte. Dalej kontynuujemy dzielenie czedci catkowitych
przez 2 zapisujac ich reszty tak dlugo az w wyniku dzielenia przez 2 otrzymamy cze$¢
catkowita rowna 0.

Liczbe binarng otrzymujemy piszac reszty z dzielenia w kolejnosci zaczynaja od ostatniej
reszty 1 koniczac na pierwszej reszcie jako cyfrze binarnej jednosci. Zobaczmy przeliczanie
liczb dziesigtnych na binarne na przykladach.

Przyklad 1.4 Przelicz liczbe dziesietng x = 9 na liczbe binarng
Wykonujemy dzielenia liczby dziesietnej x =9 przez 2

9
5:4—1—% resztarg=1 bo 9=2x4+1
4
5:2 resztari =0 bo 4=2%2+0
2
5:1 resztara =0 bo 2=2%x1+0
1
520—1—% resztars=1 bo 1=2x0+1



Piszgc reszty w kolejnosci od ostatniej do pierwszej otrzymamy liczbe binarng
(T3T2T1T0)2 = (1001)2

Powtorzmy kolejne dzielenia liczby 9 przez 2 wedtug innego stosowanego schematu

Liczba x/2 | Reszta z dzielenia przez 2
9/2=4 | 1
4/2 = 0
2/2 = 0
1/2=0 | 1

W wyniku otrzymujemy liczbe binarng piszac reszty w kolejnosci od ostatniej do pierwszej
(1001)2
Sprawdzenie:
(1001)g = 1523 + 022 +0%2" +1%2° =8+ 1=0.
Przyklad 1.5 Przelicz liczbe dziesietng x = 15 na liczbe binarng

Wykonujemy dzielenia liczby dziesigtnej © = 15 przez 2

15
?:74—% resztarg=1 bo 15=2x7+1
7
523 resztari=1 bo 7T=2%x3+1
3
5:1 resztarg =1 bo 2=2x1+1
1
5204—% resztars=1 bo 1=2x0+1

Piszac reszty w kolejnosci od ostatniej do pierwszej otrzymamy liczbg binarng
(T3T2T1T0)2 = (1111)2

Powtérzmy kolejne dzielenia liczby 15 przez 2 wedlug stosowanego innego schematu

Liczba x/2 |  Reszta z dzielenia przez 2
15/2 = 1
7/2=3 | 1
3/2 = |1
1/2=0 | 1

W wyniku otrzymujemy liczbe binarng piszac reszty w kolejnosci od ostatniej do pierwszej
(1111)2

Sprawdzenie:

(1111) =1 %22 4+ 1522 + 12 +1%2°=84+4+2+1=15.



1.2.2 Schemat ogdlny przeliczania liczb z sytemu dziesigetnego na
binarny

Podobnie jak w wyzej w podanych przyktadach, w schemacie ogdélnym dzielimy liczbe
dziesietna z przez 2.

X To

—=k —.

g ~ Mt
Skad

{E:2*I€0+T0

. 7 x . . .
gdzie ko oznacza calosé¢ z E [5] irg oznacza reszte z dzielenia x przez 2
Ogodlnie, piszemy
Ti+1
2 3

%

i
B) +1+

gdzie
ki = 2% k:l'Jrl +T1'+1, = 0, 1,2, ceey M.

dla

kiy1 = E[El] i i1 reszta z dzielenia k; przez 2

1.2.3 Algorytm

Zapiszmy powyzsze kolejne dzielenia w nastepujacym schemacie

Liczba © Reszta
$/2:I€0+T0/2 To
k0/2:l€1+7"1/2 1

|
|
|
|
k1/2:k2+7"2/2 | T2
I
|
|

k2/2:k3+7"3/2 T3
km72/2 = kmfl + Tm71/2 Tm—1
km—1/2=041rm,/2 T'm

W wyniku otrzymujemy liczbe binarng piszac reszty w kolejnosci od ostatniej do pierwszej

T = (TmTm—1Tm—2---T170)2

1.2.4 Dowdd algorytmu

L Zauwazmy, ze wyzej podany algorytm prowadzi do przeliczenia liczby dziesigtnej z na
liczbe binarna.
7Z tego algorytmu znajdujemy

x = 2ko+ro | ko=2k1+r
= ky + 2%, + 211 + 19 | k2 =2ks+7s
= 24I€3 —+ 237"3 + 22T2 + 2T1 + To | kg = 2k4 + T4

e e | .........
= 2"k, o+ 2™ 2, o4+ 2210+ 211 + 1 km—2 = 2km_1+Tm_1
= 2™k 4+ 2" e 4+ 220+ 2+ 1 km—1 = 2kp +7m
= 2Mpr . 42" e e 220 4+ 2rm + 1 km = Tm
= (Tmefle,Q...TQTlTo)Q

1Dowéd mozna pominaé. Zanajomosé dowodu algorytmu jest nie konieczna w przeliczaniu



Zastosujmy powyzszy algorytm przeliczajac liczbe dziesietng z = 256 na binarna.

Liczba x/2 | Reszta z dzielenia przez 2
256/2=128 | O
128/2=64 | 0
64/2 = 32 | 0
32/2=16 | 0
16/2=8 | 0
8/2 =4 0
4/2 =2 0
2/2 =1 0
1/2=0 |1

W wyniku otrzymujemy liczbe binarng piszac reszty z powyzszej tabeli w kolejnosci od
ostatniej do pierwszej
x = 256 = (100000000)2

Sprawdzenie:

(100000000)5 = 1528 40527+ 0% 26 + 0% 2° +0%2* + 0% 2% + 0522 + 02" + 0% 2° = 256.

1.2.5 Operacje arytmetyczne w systemie binarnym

Operacje arytmetyczne w systemie binarnym dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzie-
lenie wykonujemy w podobny sposéb jak w systemie dziesigtnym. Przypominamy, ze w
systemie dziesigtnym uzupeliamy do podstawy p = 10 wykonujac operacje na liczbach
(cyfrach dziesigtnych,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.) Natomiast w systemie binarnym uzupeliamy
do podstawy p = 2 wykonujac operacje na liczbach (cyfrach binarnych 0, 1.

1.2.6 Binarne dodawanie

Tabliczka binarnego dodawania

[ +]of t ]
0 0 1
1 1| (10)2
Binarna suma
0+0=0
O+1=1
1+40=1

1+1=(10)3 =12 40%2°

Dodawanie binarne wyjasniamy na przyktadach
Przyklad 1.6 Wykonaj dodawanie binarne liczb dziesietnych 5 @ 3

Liczba dziesigtna 5 w zapisie binarnym 5 = (101)2, liczba dziesigtna 3 w zapisie binarnym
3= (11)a.
Wykonujemy pisemne binarne dodawanie 101+ 11, stosujac tabliczke binarnego dodawania.

101
+ 11

1000



Sprawdzenie:

5+3=(101)2 4+ (11)2 = (1000)2 = 1 %23 + 0% 22 + 0% 2' + 0% 2° = 8.
Przyklad 1.7 Wykonaj dodawanie binarne liczb dziesietnych 5 @ 3
Liczlé)a giziesi(;tna 5 w zapisie binarnym 5 = (101)2, liczba dziesigtna 3 w zapisie binarnym
3= (11)s.

Wykonujemy pisemne binarne dodawanie 101+ 11, stosujac tabliczke binarnego dodawania.

101
+ 11

1000

Sprawdzenie:

5+3=(101)2 4 (11)2 = (1000)2 = 1 %23 + 0% 22 + 0% 2! + 0% 2° = 8.

1.2.7 Binarne odejmowanie

Tabliczka binarnego odejmowania

[-[oft]

1] 0 ]|-1

1 1
Binarna réznica

0—-0=0

0—1=-1

1-0=1

1-1=0

Odejmowanie binarne wyjasniamy na przyktadach
Przyklad 1.8 Wykonaj dodawanie binarne liczb dziesietnych 5 @ 3

Liczba dziesigtna 5 w zapisie binarnym 5 = 101)s, liczba dziesigtna 3 w zapisie binarnym
3= (11)a.
Wykonujemy pisemne binarne odejmowanie (101)2 — (11)2, stosujac tabliczke binarnego
odejmowania.
101
— 11

10

Sprawdzenie:

5—3=(101)2 — (11)2 = (10)g = 1 % 2" + 0% 2° = 2.
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1.2.8 Binarne mnozenie

Tabliczka binarnego mnozenia

0l 0 (0

1] 011
Binarny iloczyn

0x0=0

0x1=0

1x0=0

1x1=1

Mnozenie binarne wyjasniamy na przyktadach
Przyklad 1.9 Wykonaj mnozenie binarne liczb dziesietnych 5 i 3

Liczba dziesigtna 5 w zapisie binarnym 5 = (101)2, liczba dziesigtna 3 w zapisie binarnym
3= (11)a.
Wykonujemy pisemne binarne mnozenie (101)2%(11)2, stosujac tabliczke binarnego mnozenia

i dodawania.
101

* 11

101
101

1111

Sprawdzenie:

5%3=(101)2 % (11)g = (1111)y = 1% 23 + 1% 22 + 1% 2" 415 2° = 15.

1.2.9 Binarne dzielenie
Dzielenie binarne wyjasniamy na przyktadach
Przyklad 1.10 Wykonaj dzielenie binarne liczb dziesietnych 15 podziel przez 3

Liczba dziesigtna 5 w zapisie binarnym 15 = (1111)s, liczba dziesigtna 3 w zapisie binarnym
3= (11)a.

Wykonujemy pisemne binarne dzielenie (101)s : (11)2, stosujac tabliczke binarnego dzielenia
i dodawania.

1111 : 11
11

=11
11

Sprawdzenie:

5:3=(101)2: (11)2 = (101)g = 1 %22 + 0+ 2" + 1% 2° = 5.
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1.3 Liczby binarne parzyste i nieparzyste

Podobnie jak w systemie dziesigtnym, liczby binarne parzyste i nie parzyste poznajemy
po cyfrze jednosci. Mianowicie, jezeli cyfra jednosci liczby binarnej jest réwna 0 to liczba
binarna jest parzysta, w przeciwnym przypadku, jezeli cyfra jednosci liczby binarnej jest 1
to liczba binarna jest nieparzysta.

1.3.1 Liczby binarne parzyste

1. Liczby binarne parzyste maja cyfry jednosci 0.
Na przktad liczby binarne

10, 110, 1010, 110110, 111110110
maja cyfre jednosci 0, dlatego sa parzyste.
2. Liczby binarne parzyste sa podzielne przez binarne 10, zatem maja ogélna postaé 2
n=10xk, dla k=0,10,100,110,1000,...;

Na przyklad
k=0, n=10%0=0,
k=1, n=10x1 =10,
k =10, n = 10x 10 = 100,

k =1000, n = 1000x* 100 = 10000,

3. Suma, réznica i iloczyn liczb binarnych parzystych jest liczba binarna parzysta
Na przyklad:
a = 1000, b= 110,

a+b=1000+ 110 = 1110,
a—b=1000— 110 = 10,
a*b=1000% 110 = 110000

1.3.2 Liczby binarne nieparzyste
Witasnosci liczb binarnych nieparzystych

1. Liczby binarne nieparzyste maja cyfre jednosci 1.
Na przktad liczby binarne

111, 111, 1011, 110111, 111110111

maja odpowiednio cyfre jednosci 1.

2. Liczby binarne nieparzyste maja ogdlng postaé

n=(10)2xk+1, lubn=(10)2xk—1, dla k=0,10,100,110,1000,...;

2Tutaj binarne liczby (10)2 = 10, 110 = (110)2, 1010 = (1010)3 itd...; piszemy bez nawiaséw
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Na przyklad

k=0, n=10%0+1=1, lub  n=10%x0—1=—1
k=1, n=10%1+1=11, lub  n=10x1—1=1
k=10, n=10%10+1= 101, lub  n=10%10—1=11

k =1000, m=10x%100041=10001, Ilub n=10%1000 -1 =1111

3. Suma lub réznica dwoch liczb binarnych nieparzystych jest liczba parzysta.
101 +11 =1000, 101 —-11=10

Podaj inny przykiad.

4. Tloczyn liczb binarnych nieparzystych jest liczbg nieparzysta
Na przyklad:
101% 11 = 1111, 111 %101 = 100011

Podaj inny przykiad.

5. Natomiast suma liczby binarnej nieparzystej i liczby binarnej parzystej jest liczba
nieparzysta.

Na przyklad

101 +110 = 1011.
Podaj inny przykiad

7. Podobnie, r6znica liczby binarnej nieparzystej i liczby binarnej parzystej jest lichanieparzysta.
Na przyklad

111 -100 =11
Podaj inny przykiad.

1.3.3 Przyklady

Zadanie 1.1 Suma dwdch kolejnych liczb binarnych nieparzystych réwna jest (100000)s.
Znagjdz te liczby binarne.

Rozwiazanie:
Dwie kolejne liczby binarne nieparzyste to

(10)3xn—1, (10)axn+1

Ich suma 3

(10xn—1)+ (10*xn + 1) = 100 * n = 100000
Obliczamy n:

100 * n = 100000, to n = 100000 : 100 = 1000

3Tutaj pomijamy nawias 10 = (10
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Obliczmy dwie kolejne liczby nieparzyste
10xn—1=10%1000—1=1111, 10xn+1=10=1000+ 1 = 1001.
Sprawdzenie w systemie binarnym:
(10xn—1)+ (10%xn+1) =10% 1111 + 10 * 1001 = 11110 + 10010 = 100000
Sprawdz rozwiazanie w systemie dziesigtnym.

Zadanie 1.2 Suma trzech kolejnych liczb binarnych parzystych réwna jest (11000)q. Znajdz
te liczby.

Rozwiazanie:
Kolejne trzy liczby binarne parzyste to

10«n —10, 10x%n, 10x*xn+ 10.

Ich suma
(10 xn —10) 4+ (10 *n) + (10 x n + 10) = 110 x n = (11000)s.

Obliczamy n:

110 *n = 11000, n = 11000 : 110 = 100.
Obliczmy trzy kolejnych liczb binarne parzyste

10 %n — 10 = 10 * 100 — 10 = 110,
10 % n = 10 * 100 = 1000,
10 % n 410 = 10 % 100 + 10 = 1010,

Sprawdzenie:
(110)2 4+ (1000)2 + (1110)2 + (1010)2 = (11000)s.

Sprawdz rozwiazanie w systemie dziesietnym.
Zadanie 1.3 Oblicz sume liczb binarnych
S1010=1+10+ 11+ 110+ 101 + 110 + 111 4 1000 + 1001 + 1010

uzywagjgc tylko jednej operacji mnozenia binarnego i jednej operacji dzielenia binarnego.

Rozwiazanie:
Zapiszmy skladniki sumy w odwrotnej kolejnosci i dodajmy stronami réwnosci, jak nizej:
S1o10 = 1+10+11+4 1104 101+ 110+ 111 + 1000 + 1001 4 1010
S1o = 1010+ 1001 + 1000 + 111 + 110+ 101+ 100+ 11+ 10+ 1
10 * 819010 = 101141011+ 1011+ 1011+ 101141011 + 1011+ 1011+ 1011+ 1011

1010 skladnikow sumy

Skad obliczmy sume S1p10 uzywajac jednej operacji binarnego mnozenia i jednej operacji
binarnego dzielenia.

(10)3 * Sy010 = (1010)  (1011)y = (1101110)5
S1010 = (1101110)5 : (10)g = (11111),

Sprawdz rozwiazanie w systemie dziesietnym.
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1.3.4 Zadania

Zadanie 1.4 Przelicz liczby dziesietne na liczby binarne stosujgc algorytm przeliczania.

(a) x =53

(b) x =1025
Sprawdz otrzymane wyniki przeliczenia.
Zadanie 1.5 .
(a)  Przelicz liczby dziesietne 513 i 25 na liczby binarne. SprawdZ wynik

przeliczenia.
(b) Dodaj liczby binarne
(1000000001)2 + (100001)2

Zadanie 1.6 .

(a)  Przelicz liczby dziesietne 256 i 16 na liczby binarne. SprawdZ wynik
przeliczenia.

(b) Odejmij liczby binarnych

(100000000)2 — (1000)2
Sprawdz wynik odejmowanie.

Zadanie 1.7 .

(a)  Przelicz liczby dziesietne 129 i 3 na liczby binarne. Sprawdz wynik
przeliczenia.

(b) Pomndz liczby 129 i 3 w systemie binarnym Sprawd? wynik mnozenia.

Zadanie 1.8 .

(a)  Przelicz liczby dziesietne 63 i 3 na liczby binarne. SprawdZ wynik
przeliczenia.

(b) Podziel liczbe 63 przez liczbe 3 w systemie binarnym Sprawd? wynik dzielenia.

Zadanie 1.9 Ile jest réznych liczb binarnych trzycyfrowych?

Zadanie 1.10 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego zachowujgc kolejnosé operacji do-
dawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia.

(10)2 # (101)3 + (11)5 * (101)5 — (110) : (10)s

Zadanie 1.11 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego zachowujgc kolejnosé operacji aryt-
metycznych z nawiasams.

(a)
(100) * ((10) % (101)g + (11)g % (101)y).

(b)
(10)2 * ((110)2 : (10)2 — (1000)2 : (100)2)

Zadanie 1.12 Suma pieciu kolejnych liczb binarnych parzystych réwna jest (100100)s. Znajdz
te liczby.

Zadanie 1.13 Oblicz sume liczb binarnych parzystych
S10100 = (10)2 4 (100)2 + (110)2 + (1000)2 + (1010)2 + (1100)2+
+ (1110)2 + (10000)2 + (10010)2 + (10100)2

uzywajgc tylko jednej operacji mnozenia binarnego.



