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Reprezentacja liczb w komputerze
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Chapter 1

Reprezentacja liczb w
arytmetyce komputerowej

Btgd bezwzgledny zaokrgglenia liczby x

€z = — fl(x)
Blgd wzgledny zaokrgglenia liczby x # 0
z — fl(x)

5, = 120
x

Blgd procentowy zaokrgglenia liczby x # 0
— fl
6% = z — fl(z) + 100%
x

Liczby w zapisie dziesietnym zokraglamy na r-tym miejscu po przecinku w ten sposéb, ze
do cyfry na r-tym miejscu dodajemy 1, jezeli nastepna cyfra jest wigksza lub rowna 5. W
przeciwnym razie cyfry po r-ym miejscu kasujemy. Operacje zaokraglania liczby x na r-tym
miejscu oznaczamy symbolem fI,.(z).

22
Przyklad 1.1 Zaokrgglamy liczbe - na 5-tym miejscu po przecinku.

27
Utamek zwykty - zamieniamy na utamek dziesietny dzielgce licznik 22 przez mianownik 7.

? =22:7=3.142857142857...;

W wyniku dzielenia otrzymalismy liczbe 3.142857142857...; o nieskoriczonej ilosci cyfr po
przecinku. Na pigtym miejscu po przecinku tej liczby jest cyfra r = 5, a nastepna cyfra 7.
Zatem zaokrgglamy liczbe 3.142857142857...; dodajgc 1 do cyfry 5.

22
- = 3.142857142857...;  fl5(3.142857142857...) = 3.14286, r =5.

1.1 Zapis liczb w zmiennym przecinku

W obliczeniach z uzyciem systemoéw obliczeniowych i komputeréw liczby zapisywane s w
postaci zmiennego przecinka

x = Fml0°  m — mantysa, c¢— cecha,



gdzie mantysa m = O.cjas...qr ; a1 #0; 0 < «a; <9; 4 =1,2,....,r Najbardziej
znaczaca cyfra oy # 0 jest zawsze rézna od zera.
Dlatego mantysa m spelnia nastepujaca nieréwnosé

0.1<m<1.

Jasne, ze liczba x moze mie¢ dokladng zmienno przecinkowa reprezentacje w komputerze,
jezeli jej mantysa ma skonczong liczbe cyfr.

Na przyklad % ma dokladng reprezentacje gdyz jej mantysa m = 0.25 i cecha ¢ = 0.
Natomiast, mantysa liczby

1*0333
3 =0.333...

ma nieskonczenie wiele cyfr m = 0.333..., i nie ma dokladnej reprezentacji komputerowe;j.
Kazda liczbe, nawet z mantysa o nieskonczonej ilosci cyfr, mozna zapisa¢ w komputerze z
doktadnoécia bledu zaokraglenia mantysy na r-tym miejscu po przecinku.

€ <0.000...05=0.510"".
——

Na przyklad
x = % = 0.66666666666...
zaokraglone na 4-tym miejscu po przecinku (r = 4)
fl(xz) = 0.6667
ma blad zaokraglen e = 0.0000333...

Zadanie 1.1 Zaokrgglij nastepujgce liczby na 3-cim miejscu po przecinku i zapisz je w
zmiennym przecinku

3 29 238

47 13
1.2 Blad bezwzgledny zaokraglenia.

Bladem bezwzgednym zaokraglenia liczby x zapisanej w zmiennym przecinku
x = Fml0°

nazywamy roznice
€x = flo(x) —x

Ten blad spelnia nier6wnosé
| flr(x) -z |§ € 109,

gdzie e =0.510"".
Niech
x =0.57367864 % 102, r =3.

Wtedy biad bezwgledny liczby x na trzecim miejscu po przecinkuzledny zaokaglenia wynosi

| £13(0.57367864 % 10?) — 0.57367864 % 10? |=

1
| 0.574 % 102 — 0.57367864  10% |= 0.032136 < 5 1073 % 10 = 0.05.



1.3 Blad wzgledny zaokraglenia.

Blad wzgledny zaokraglenia danej liczby x = Fm 10° # 0 okreslamy jak nastepuje:

DR LIC) ek )
X

Poniewaz mantysa m > 0.1, dlatego blad wzgledny spelnia nieréwnosc¢
lr(x) —
| @ e (;” T1<0551007, 2 #£0.
Rzeczywiscie,
fl-(Fm10°) £ m10° 0.5% 107"

Iy (z) —
! (x) —= = I<| |< 10e = 0.5% 107",

1
Tak wigc blad wzgledny nie przewyzsza komputerowej precyzji 6 = 5101*’”.

1
Na przyklad, jezeli r = 3 wtedy komputerowa precyzja § = 510*2

Obliczamy wzgledny blad zaokraglenia liczby = = 0.57367864 * 102

fllz)—z  0.032136

- =0. 1742.
T 057367864 102 — 000056017

Blad wzgledny bezposrednio zwiazany jest z bledem procentowym.
Mianowicie, blad procentowy wyraza sie wzorem

() —
% = 100 % 8, % = 100“2#%, gdy z # 0.
Obliczamy blad procentowy liczby x = 0.57367864 * 102

p% = 100 % 0.5601742% 1073% = 0.5601742 % 10~1% = 0.05601742%.

Wiyniki obliczeri w komputerze czterech operacji arytmetycznych « + y, xzy i dzielenia x/y
na ogdt sa niedoktadne, nawet jezeli x i y sa dane w postaci doktadnej.

Na przyklad, niech x = 0.11111111 i y = 0.55555555 beda 8-cyfrowymi liczbami w 8-mio
cyfrowej arytmetyce w komputerze, (8-cyfr mantysa).

Zauwazamy, ze wynik mnozenia ry = 0.617283938271605 * 10~ ma 15-sto cyfrowa mantyse
m = 0.617283938271605, ktora automatycznie jest zaokraglona w komputerze do 8 cyfrowej
mantysy 0.61728394 z bledem bezwzglednym e, = 0.000000018271605.

Przyklad 1.2 Oblicz wartosé wyrazenia arytmetycznego w 3 i 5-cio cyfrowej arytmetyce
liczb w zapisie zmienno - przecinkowym

25 % 3% +45.27
2
45

Podaj: bted bezwzgledny, bted wzgledny i blgd procentowy obliczer.

1 1 2
Rozwiazanie. Najpierw, napiszemy liczby = = 25, Yy = 3?, z =45.27, t = 4— w postaci

zmiennego przecinka, potem zaokraglimy do miejsca r = 3 i podamy blad zaokraglenia



kazdej z danych liczb

x =21 =233333..; fls(x) = 0.233% 10, €, = 0.003333....;
y =31 =3.142857142857...;  fl3(y) = 0.314% 10, ¢, = 0.0042857....;
2 =45.27 fl3(2) = 0.453 % 102, ¢, = 0.07

t=42 = 4.222222..; fls(t) = 042210, ¢ = 0.00222....;

Dalej, stosujac reguly kolejnosci wykonywania operacji arytmetycznych, mnozenie, dzielenie,
dodawanie i odejmowanie, obliczmy warto$¢ wyrazenia w arytmetyce 3-cyfrowe;j:

Tloczyn = [fl3(23) = fl3(33) = fl3(2.33% 3.14) = fl3(7.3162) = 7.32
Suma = fl3(7.32+ fl3(45.274)) = fl5(7.32 + 45.3) = fl3(52.62) = 52.6
Licznik = 52.6, Mianownik = 4.22,

Licznik 52.6
——— = fl3(—=) = fl3(12.4645) = 12.
Mianownik / 3(4.22) el 64) 5

Odpowiedz: Wartos¢ wyrazenia artmetycznego obliczonego w 3 cyfrowej arytmetyce wynosi

12.5
Teraz obliczmy wartos¢ tego wyrazenia w 5-cio cyfrowej arytmetyce.
Mamy nastepujace dane:

x =21 =233333.; fls(x) = 0.23333% 10, €, = 0.00003333....;
y=3fl51 = 3.142857142857...;  fls(y) = 0.314290% 10, ¢, = 0.000042857....;
2 =45.27 Fls(2) = 0.4527% 102, ¢, = 0.0

t =42 =4.222222..; Fls(t) = 0.42222% 10, ¢, = 0.0000222....;

Podobnie, obliczmy warto$¢ wyrazenia arytmetycznego w 5-cio cyfrowej arytmetyce

Iloczyn = [fl5(23) = fls(33) = f15(2.3333 % 3.1429) = fl3(7.333333) = 7.3333
Suma = fl5(7.3333 4 f15(45.27)) = fl5(7.3333 + 45.27) = fl5(52.6033) = 52.603
Licznik = 52.603, Mianownik = 4.2222,
Licznik 2.
e = (22003 (12.4587) = 12.459

Mianownik 4.2222

Odpowiedz: Wartos¢ wyrazenia artmetycznego obliczonego wyzej w 5-cio cyfrowej aryt-
metyce wynosi 12.459
Bledy: Dokladna warto$¢ wyrazenia: = 12.457
Blad bezwgledny zaokraglen w 3 cyfrowej arytmetyce 12.5 — 12.457 = 0.043.
0.0
Blad wzgledny zaokraglen w 3 cyfrowej arytmetyce = Toa57 = 0.00345; 0.345%
Bladu bezwgledny zaokraglen w 5 cyfrowej arytmetyce 12.459 — 12.457 = 0.002.

0.002
T 0.00016; 0.016%.

Blad wzgledny zaokraglen w 5 cyfrowej arytmetyce =



Zadanie 1.2 Oblicz wartos¢ nastepujgcego wyraZenia arytmetycznego w 3 i 5-cio cyfrowej
arytmetyce liczb w zapisie zienno - przecinkowym

7% %92 4+125.97
35

+ 256.75

Podaj bledy: bezwzgledny, wzgledny i procentowy obliczen.
Tadeusz STYS Warszawa czerwiec 2023
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Chapter 2

Liczby pierwsze. Algorytm
Euklidesa

Liczba 2 jest jedyng liczbg najmniejszq parzystq i pierwszg

—3 —2 —1 0 1 2 3 T

Of$ liczbowa. Liczba 1 nie jest liczba pierwsza

2.1 Wstep

Jedna z najwazniejszych operacji na liczbach jest rozktad dowolnej liczby naturalnej na
czynniki liczb pierwszych. Rozktad liczb na czynniki pierwsze podajemy na podstawie fun-
damentalnego twierdzenia arytmetyki.

Bezposrednia konsekwencja rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze jest wyznaczanie
najwiekszego wspodlnego dzielnika i najmniejszej wspolnej wielokrotnosci dwéch liczb natu-
ralnych. Jednym z optymalnych algorytméw wyznaczania namniejszego wspélnego dzielnika
dwéch liczb naturalnych jest algorytm Euklidesa.

2.2 Liczby pierwsze
Opis liczb pierwszych nalezy zacza¢ od definicji

Defimnicja 2.1 Liczbe naturalng p > 1 nazywamy liczbg pierwszg, jezeli ma doktadnie dwa
dzielniki, to jest liczbe 1 i samg siebie p. To znaczy ze liczby pierwsze dzielg sie tylko przez
liczbe 1 i przez siebie samg. Kazda inna liczba nazywa sie liczbg ztoZong.

Zauwazmy, ze liczba natyralna p = 1 nie jest liczba pierwsza, gdyz ma tylko jeden dzielnik
sama siebie i nie jest wigksza od 1. Liczba 0 rowniez nie jest pierwsza bo jest mniejsza od 1
i ma wiecej dzielnikéw niz dwa, gdyz podzielona przez dowolna liczbe naturalna, rézna od
zera, daje wynik 0. Wymienmy kilka kolejnych liczb pierwszych

2,3,5,7,11,13,17, 19, 23,29, 31, 37, 41, 43,47, 51,53, 59, 61...;

7Z defincji wynika w sposéb oczywisty, ze liczba p = 2 jest jedyna liczba pierwsza parzysta.
Zbioér liczb pierwszych nie jest zamknigty na operacje arytmetyczne. Wystarczy podac
kontr-przyktad.



Przyklad 2.1 Mianowicie liczby m = 7 i n = 3 sq pierwsze jednak ich suma m 4+ n =
7+ 3 = 10 nie jest liczbg pierwszq i roznica 7 — 3 = 4 teZ nie jest liczbg pierwszqg. Podobnie
iloczyn tych liczb m xn = 3 %7 = 21 nie jest liczbg pierwszg.

Jedna z najwazniejszych wilasnosci liczb pierwszych opisana jest w nastepujacym twierdze-
niu:

Twierdzenie 2.1 Fundamentalne Twierdzenie Arytmetyki. Kazdg liczbe naturalng
mozna przedstawié jako iloczyn liczb pierwszych. Taki rozktad jest jedyny.
Inaczej, jezeli n jest liczbg naturalng to istniejg liczby pierwsze

P1,DP2,P3 s Pk

takie, ze

N =Dp1*pP2*pP3g*-- *pPg

2.3 Rozklad liczb na czynniki pierwsze

7 fundamentalnego twierdzenia arytmetyki wiemy, ze kazda liczba naturalna dodatnia ma
postaé iloczynu liczb pierwszych. Inaczej, kazda liczba naturalna dodatnia m > 1 rozktada
si¢ na iloczyn liczb pierwszych. Co wigcej taki rozktad jest jedyny. To znaczy, ze nie ma
innego rozkladu tej liczby naturalnej m na czynniki liczb pierwszych, oprécz czynnikow
P1,P2,P3; -+, Pk-

Sposob rozkladu liczby naturalnej m na czynniki pierwsze jest prosty. Mianowicie, dzielimy
liczbg m przez kolejne liczby pierwsze. Wtedy liczba m réwna sig iloczynowi jej dzielnikéw.

Przyklad 2.2 Roztoz liczbe m = 1638 na czynniki pierwsze.

postuzymy sie schematem
1638

819
273
91
13
1

Liczba 1638 rozktada si¢ na czynniki 2,3,3,7,13
To znaczy

— g W W N

1638 =23 %3 %713

Przyklad 2.3 Roztoz liczbe m=5040 na czynniki pierwsze. postuzymy sie schematem

5040 |
2520 |
1260 |
630 |
315 |
105 |
21 |
7 |
1 |

N W Ut WNNDN N
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Liczba m = 5040 rozklada si¢ na czynniki 2,2, 2,2, 3,5, 3,7, To znaczy
5040 = 2% 2% 2% 2% 3 x5+ 3% T.

Zauwazmy, ze siedem silnia réwna sie
T'=1%2%3%x4x5x6x%7=>5040

W tym rozktadzie mamy liczby zlozone

2.3.1 Zadania

Zadanie 2.1 Wiadomo, ze liczba naturalna m jest podzielna przez 5 i rozktada sie na 3
czynniki pierwsze, ktorych suma rowna jest 14. ZnajdZ liczbe m.

Zadanie 2.2 Wiadomo, ze liczba naturalna m jest podzielna przez 5 i rozktada sie na 3
czynniki pierwsze, ktorych suma rowna jest 19. ZnajdZ wszystkie wartosci liczby m.

2.4 Najwiekszy wspélny dzielnik NW N(a,b)

Najwigkszy wspdlny dzielnik dwdéch liczb naturalnych a i b oznaczamy symbolem NW D(a, b).
Jednym ze sposobéw obliczania najwiekszego wsdlnego dzielnika danych liczb naturalnych
a i b jest rozklad tych liczb na czynniki liczb pierwszych.

Rozpatrzmy kilka przyktadéw obliczania NW D(a, b) przez rozklad liczb a i Rb na czynniki
pierwsze

Przyklad 2.4 Niech liczba a = 21 i liczba b = 57. Rozktad tych liczb jest oczywisty
21=3%714 57=3%19

Wspolnym dzielnikiem liczb 21 i 57 jest liczba 3, poniewaz liczba 3 dzieli liczbe 21 i dzieli
liczbe 57. Poza tym te liczba nie magjg innych wspolnych dzielnikow.
Skgd mamy warto$é najwiekszego wspdlnego dzielnika

NWD(21,57) =3
obliczzanie nai wigkszego wspdlnego dzielnika
Przyklad 2.5 Znajdz najwiekszy wspdlny dzielnik liczb 42 i 78.

Rozkladamy obie liczby na czynniki pierwsze wedlug schematu

42 | 2 8 | 2
21 | 3, 39 | 3
707, 13 | 13
1| 1|

Skad mamy rozklad liczb

42=2%3x7 1 78=2%3x13
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Wsp6lnymi czynnikami tych liczb sa 2 i 3. Dlatego najwiekszym wspdélnym dzielnikiem liczb
421 78 jest liczba NW D(42,78) = 2% 3 = 6.

Rozpatrzy jeszcze jeden przyklad wyznaczania najwigkszego wspélnego dzielnika przez rozklad
liczb na czynniki pierwsze

Przyklad 2.6 Znajdz najwiekszy wspdlny dzielnik liczby 210 4 liczby 231

210 | 2, 231 | 3
105 | 3, T
35 | 7, 11 ] 11
5] 5 1|
1|

Skad mamy rozklad liczb 210 ¢ 231 na czynniki pierwsze
210=2%3xT+b ¢ 231 =3*7x11
Wsp6lnymi dzielnikami tyczh liczb sa 3 i 7. Dlatego najwiekszym wspdlnym dzielnikiem
liczb 210 1 231 jest NW D(210,231) = 3% 7 = 21.
Sprawdzamy, ze liczba NW D(210,231) = 21 dzieli liczby 210 ¢ 231

210:21 =10 oraz 231:21=11.

2.5 Algorytm Euklidesa (325-265 B.C.)

Najbardziej efektywnym sposobem wyznaczania najwigkszego wspoélnego dzielnika jest algo-
rytm Euklidesa. Juz w starozytnych czasach w Egipcie, Euklides grecki nauczyciel i dziekan
wydzialu nauk przyrodniczych na Uniwersytecie w Aleksandrii podal algorytm na znaj-
dowanie najwigkszego wspélnego dzielnika dwéch liczb naturalnych.

Algorytm Euklidesa. Obliczamy kolejne wyrazy ciagy malejacego reszt
T >T1>T22>T4> .0.2>Tp_1>Thp

z dzielenia liczb rg, r1, ..., rp, startujac z danych liczb rg i 71

To T2
— = k2+— To =T —kQ*Tl
r r’ 0

1 1

T1 T3
— = k3+—, T3:T1—I€*3*T2
T2 T2

T2 T4
— = k44 —, rg =19 —kg*rs
3 3
Tn—1 Tn+1

- knJrl + 5 Tn = Tn-2 kn *Tp—1

Tn Tn

Zauwazmy, ze powyzsze wzory na reszty r;, ¢ = 0,1, 2, ..., n, mozemy zapisa¢ jednym wzorem
rekurencyjnym
Ti:Ti,Q—ki*Tifl, dla i:2,3,...,n, (21)
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Tutaj wspétezynnik catkowity k; = E[——].

Tit+1
Ostatni wyraz ciagu r, # 0 rézny od zera jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem dwéch
pierwszych wyrazéw rg, r1, piszemy

rn = NWD(rg,71).

To wynika ze wzoru rekurencyjnego (2.1). Mianowicie, jezeli liczba d = NW D(rg,71) jest
dzielnikiem liczb 79 i r1 to d jest réwniez dzielnikiem kazdej nastepnej reszty

T2:T0—I€2*T1

Ty = Tij—2 — kl *Ti—1, dla i = 2, 3, NI

Konstrukcje ciagu rekurencyjnego (2.1) wijasnimy na przykltadach.

Przyklad 2.7 Znajdz najwiekszy wspolny dzielnik liczb ro = 78 i r1 = 42 stosujgc algo-
rytm Euklidesa (2.1)

1. Dzielimy liczbe wieksza ry = 78 przez liczbe mniejsza ry = 48, wedlug schematu

T T

—0:k2—|——2, TOZkQ*Tl-‘rTQ
T1 T1

78 36

B 3 78— 1424+ 36.
n -t R=h i

i obliczamy reszte ro z dzielenia liczb rg = 78 przez r; = 42
ro =70 — ko x 11,

7o =78 — 1 %42 = 36.

. To . S
gdzie ko = E[—] oznacza calosé z dzielenia rg przez ry.
1
2

2. Podstawiamy ry = 42, r9 = 36 i dzielimy liczbe wieksza 1 = 42 przez liczbe mniejsza
ro = 36, wedlug schematu

T—1:k3+r—3, r1=kg*xra+7rs3
T2 T2

42 6

— =14+ — ka=1, 42=1%x36-+6.
36 3g T h s

i obliczamy reszte z dzielenia liczb ry = 421 ro = 36
r3 =71 — k3 * 72,
r=42— 36 =6.

3. Podstawiamy ro = 36, r3 = 6 i dzielimy liczbg wigksza 2 = 36 przez liczbg mniejsza
rg = 6, wedlug schematu

N R Ty =kaxT3 474
T3 T3

36

=6 ki =6, 36=06%6+0.

LE[x] entire of # oznacza calo$é z liczby x
2E[x] entire of = oznacza caloé z liczby x
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i obliczamy reszte z dzielenia liczb ro = 421 rg = 36
T4 = 36 — k4 * 6,
ry = 36— 36 =0.

Najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb 78 i 42 jest ostatnia reszta r3 = 6 rézna od zera,
piszemy NWD(78,36) =6

Rozpatrzymy nastepny przyklad zastosowania algorytmu Euklidesa (2.1).

Przyklad 2.8 Znajdz najwickszy wspdlny dzielnik liczb ro = 1995 ¢ rp = 1190

Podobnie jak w poprzednim przykladzie znajdujemmy najwiekszy wspdlny dzielnik liczb
1995 ¢ 1190 stosujac wzor (2.1)

ro=1995, r; ==1190 | resztar

Ti90 =+ 190 | 72 =805
%%?:1+§% | r3 =385
%:24—% | r4=35

%:11 | r5=0

Najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb 1995 i 1190 jest ostatnia reszta r4 = 35 rézna od
zera, piszemy NW D(1995,1190) = 35

Przyklad 2.9 Znajdz najwiekszy wspdlny dzielnik liczb 975 4 690

Rozwiazanie.
Stosujemy wyzej opisany algorytm Euklidesa obliczajmy kolejne reszty

a=rg=975, b=r; =690 | reszta
975 285
975 _ 28 — 975 — 1% 690 = 285
690 ' 690 |2 *
690 120
6% _, , 120 — 690 — 2 % 285 — 12
=24 | 5= 690 — 2% 285 = 120
285 45
e | 4= 285 2%120 =45
120 30
E_2-|-R |  r5=120—2%45=230
4 1
H_ | re=45—1%30=15
30 30
Ny | ~0
5 e

Ciag reszt
975 > 690 > 285 > 120 > 45 > 30 > 15
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jest malejacy.
Ostatnia reszta z dzielenia rg = 15 rézna od zera jest najwigkszym wspdlnym dzielnikiem
liczb naturalnych ro = 9751 1 = 690, piszemy

NW D(975,690) = 15.

Zauwazmy, ze najwiekszy wspolny dzielnik r¢ = 15 liczb 19 = 975 1 71 = 690 jest rowniez
najwiekszym wspélnym dzielnikiem wszystkich poprzednich reszt

ro = 285, r3 =120, r4 =45, r5 =30, 76 = 15

2.6 Najmniejsza wspolna wielokrotnosé

Wspélna wielokrotnoscia danych liczb naturalnych a, b jest trzecia liczba naturalna m, ktéra
jest podzielna przez obie liczby a i b. Wspdlnych wielokrotnosci danych liczb naturalnych
jest nieskoriczenie wiele. Wybieramy najmniesza z nich, piszemy NWW (a, b)

Przyklad 2.1 Dla liczb 5 i 7 wspolng wielokrotnoscig jest ich iloczyn 5 x 7 = 35. Liczba
35 jest najmniejsza wspolna wielokrotnosé liczb 5 i 7. Inng wspolng wielokrotnosé liczb 5 i
7 jest liczba 70, poniewaz 70 : 5 =24 170 : 7= 10. Jednak 70 nie jest najmnieszg wspdlng
wielokrotnoscig liczb 5 1 7.

Najmniejsza wspélna wielokrotnosé¢ znajdujemy przez rozklad danych liczb na czynniki liczb
pierwszych.

Przyklad 2.2 Znajd? najmniejszg wspolng wielokrotnsé liczb 120 4 210
Rozktadamy liczby 120 ¢ 210 na czynniki pierwsze wedtug schematu

120 2, 210| 2
60| 2, 105| 3
30| 2, 35 5
15 3, 71 7

5 5 1
1 |

Wybieramy wspdlne czynniki w rozkladzie obu liczb : 2,31 5. Nastepnie do iloczynu 23 %5
dopisujemy czynniki, ktére nie sa wspolne, to znaczy nie powtarzaja sie. To sa czynniki 4 i
7.

Najmniejsza wspolng wielokrotnosca jest iloczyn tych czynnikow

NWW (120,210) = 2 %3 5% 4% 7 = 1540

Przyklad 2.3 Znajd? najmniejszg wspdlng wielokrotnsé liczb 910 4 1155
Rozktadamy liczby 910 ¢ 1190 na czynniki pierwsze wedtug schematu

910| 2, 1155| 3

455 5, 385 5
91| 7, 77
13| 13, 1] 11
1 1

3Prosty algorytm Euklidesa z powodzeniem stosuje si¢ w systemach obliczeniowych. Jest latwy w pisaniu
kodu w jezykach programowania.
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Wybieramy wspdlne czynniki w rozkladzie obu liczb : 51 7. Nastgpnie do iloczynu 5 * 7
dopisujemy czynniki, ktore nie sa wspdlne, to znaczy nie powtarzaja sie. To sa czynniki
2,3,11,13.

Najmniejsza wspolng wielokrotnodcig jest iloczyn tych czynnikéw

NWW(910,1155) = 5% 7% 2% 3% 11 x 13 = 30030

2.6.1 Zadania

Zadanie 2.3 Roztoz na czynniki pierwsze liczby
(i) a =184
(ii) b = 6006
Zadanie 2.4 Podaj reszte z dzielenia liczby a przez liczbe b
(i) a=254 i b=15
(ii) b=2672 ¢ b=2848
Zadanie 2.5 ZnajdZ najwiekszy wspolny dzielnik liczb 425 125
(i) przez rozktad tych liczb na czynniki pierwsze.
(ii) stosujgc algorytm Euklidesa

Zadanie 2.6 ZnajdZ najwiekszy wspolny dzielnik liczb stosujgce algorytm Euklidesa

2672 i 848
Zadanie 2.7 Wyznacz wszystkie rozwigzania uktadu rownan
z+y =180
NWD(x,y) =30
4
Zadanie 2.8 Ile wspolnych wyrazow majg ciggi arytmetyczne
5,8,11,14,...,; ¢ 3,7,11,15,...,;
Zadanie 2.9 ZnajdZ najmniejszg wspdlng wielokrotnosc liczb
(i) 25 i 235
(i) 512 i 5040

Zadanie 2.10 Czy liczbe pierwszq p mozna przedstawié w postaci tloczynu ToZnicy i sumy
liczb naturalnych a i b

p=(a—">b)(a+Db)

Zadanie 2.11 Wykaz, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 4 liczba (p—1)(p+1) jest podzialna
przez 24

ANWD(x,y) oznacza najwickszy wspdlny dzielnik liczby x i liczby y.



