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Reprezentacja liczb w komputerze

B la̧d bezwzglȩdny zaokra̧glenia liczby x

εx = x − fl(x)

B la̧d wzglȩdny zaokra̧glenia liczby x 6= 0
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Chapter 1

Reprezentacja liczb w
arytmetyce komputerowej

B la̧d bezwzglȩdny zaokra̧glenia liczby x

εx = x − fl(x)

B la̧d wzglȩdny zaokra̧glenia liczby x 6= 0

δx =
x − fl(x)

x

B la̧d procentowy zaokra̧glenia liczby x 6= 0

δ%
x =

x − fl(x)

x
∗ 100%

Liczby w zapisie dziesiȩtnym zokra̧glamy na r-tym miejscu po przecinku w ten sposób, że
do cyfry na r-tym miejscu dodajemy 1, jeżeli nastȩpna cyfra jest wiȩksza lub równa 5. W
przeciwnym razie cyfry po r-ym miejscu kasujemy. Operacje zaokra̧glania liczby x na r-tym
miejscu oznaczamy symbolem flr(x).

Przyk lad 1.1 Zaokra̧glamy liczbȩ
22

7
na 5-tym miejscu po przecinku.

U lamek zwyk ly
27

7
zamieniamy na u lamek dziesiȩtny dziela̧c licznik 22 przez mianownik 7.

22

7
= 22 : 7 = 3.142857142857...;

W wyniku dzielenia otrzymaliśmy liczbȩ 3.142857142857...; o nieskończonej ilości cyfr po
przecinku. Na pia̧tym miejscu po przecinku tej liczby jest cyfra r = 5, a nastȩpna cyfra 7.
Zatem zaokra̧glamy liczbȩ 3.142857142857...; dodaja̧c 1 do cyfry 5.

22

7
= 3.142857142857...; fl5(3.142857142857...) = 3.14286, r = 5.

1.1 Zapis liczb w zmiennym przecinku

W obliczeniach z użyciem systemów obliczeniowych i komputerów liczby zapisywane sa̧ w
postaci zmiennego przecinka

x = ∓m10c, m− mantysa, c − cecha,
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gdzie mantysa m = 0.α1α2 . . . αr ; α1 6= 0 ; 0 ≤ αi ≤ 9 ; i = 1, 2, . . . , r Najbardziej
znacza̧ca cyfra α1 6= 0 jest zawsze różna od zera.
Dlatego mantysa m spe lnia nastȩpuja̧ca̧ nierówność

0.1 ≤ m < 1.

Jasne, że liczba x może mieć dok ladna̧ zmienno przecinkowa̧ reprezentacje w komputerze,
jeżeli jej mantysa ma skończona̧ liczbȩ cyfr.

Na przyk lad 1
4

ma dok ladna̧ reprezentacje gdyż jej mantysa m = 0.25 i cecha c = 0.
Natomiast, mantysa liczby

1

3
= 0.333 . . .

ma nieskończenie wiele cyfr m = 0.333..., i nie ma dok ladnej reprezentacji komputerowej.
Każda̧ liczbȩ, nawet z mantysa̧ o nieskończonej ilości cyfr, można zapisać w komputerze z
dok ladnościa̧ b lȩdu zaokra̧glenia mantysy na r-tym miejscu po przecinku.

ε ≤ 0. 000...0
︸ ︷︷ ︸

r−zer

5 = 0.5 10−r.

Na przyk lad

x =
2

3
= 0.66666666666...

zaokra̧glone na 4-tym miejscu po przecinku (r = 4)

fl(x) = 0.6667

ma b la̧d zaokra̧gleń ε = 0.0000333...

Zadanie 1.1 Zaokra̧glij nastȩpuja̧ce liczby na 3-cim miejscu po przecinku i zapisz je w
zmiennym przecinku

2
3

4
,

29

7
, −

238

13
.

1.2 B la̧d bezwzglȩdny zaokra̧glenia.

B la̧dem bezwzgȩdnym zaokra̧glenia liczby x zapisanej w zmiennym przecinku

x = ∓m10c

nazywamy różnicȩ
εx = flr(x) − x

Ten b la̧d spe lnia nierówność
| flr(x) − x |≤ ε ∗ 10c,

gdzie ε = 0.5 10−r.
Niech

x = 0.57367864 ∗ 102, r = 3.

Wtedy b la̧d bezwglȩdny liczby x na trzecim miejscu po przecinkuzlȩdny zaoka̧glenia wynosi

| fl3(0.57367864 ∗ 102) − 0.57367864 ∗ 102 |=

| 0.574 ∗ 102 − 0.57367864 ∗ 102 |= 0.032136 <
1

2
10−3 ∗ 102 = 0.05.
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1.3 B la̧d wzglȩdny zaokra̧glenia.

B la̧d wzglȩdny zaokra̧glenia danej liczby x = ∓m 10c 6= 0 określamy jak nastȩpuje:

δx =
εx

x
=

flr(x) − x

x
, gdy x 6= 0.

Ponieważ mantysa m ≥ 0.1, dlatego b la̧d wzglȩdny spe lnia nierówność

|
| flr(x) − x

x
|≤ 0.5 ∗ 101−r, x 6= 0.

Rzeczywiście,

|
flr(x) − x

x
|=|

flr(∓m10c) ± m10c

∓m10c
|≤|

0.5 ∗ 10−r

∓m
|≤ 10ε = 0.5 ∗ 101−r.

Tak wiȩc b la̧d wzglȩdny nie przewyższa komputerowej precyzji δ =
1

2
101−r.

Na przyk lad, jeżeli r = 3 wtedy komputerowa precyzja δ =
1

2
10−2

Obliczamy wzglȩdny b la̧d zaokra̧glenia liczby x = 0.57367864 ∗ 102

|
fl(x) − x

x
| =

0.032136

0.57367864 ∗ 102
= 0.0005601742.

B la̧d wzglȩdny bezpośrednio zwia̧zany jest z b lȩdem procentowym.
Mianowicie, b la̧d procentowy wyraża siȩ wzorem

p% = 100 ∗ δx% = 100
fl(x) − x

x
%, gdy x 6= 0.

Obliczamy b la̧d procentowy liczby x = 0.57367864 ∗ 102

p% = 100 ∗ 0.5601742 ∗ 10−3% = 0.5601742 ∗ 10−1% = 0.05601742%.

Wyniki obliczeń w komputerze czterech operacji arytmetycznych x ± y, xy i dzielenia x/y
na ogó l sa̧ niedok ladne, nawet jeżeli x i y sa̧ dane w postaci dok ladnej.
Na przyk lad, niech x = 0.11111111 i y = 0.55555555 bȩda̧ 8-cyfrowymi liczbami w 8-mio
cyfrowej arytmetyce w komputerze, (8-cyfr mantysa).
Zauważamy, że wynik mnożenia xy = 0.617283938271605 ∗ 10−1 ma 15-sto cyfrowa̧ mantysȩ
m = 0.617283938271605, która automatycznie jest zaokra̧glona w komputerze do 8 cyfrowej
mantysy 0.61728394 z b lȩdem bezwzglȩdnym εx = 0.000000018271605.

Przyk lad 1.2 Oblicz wartość wyrażenia arytmetycznego w 3 i 5-cio cyfrowej arytmetyce
liczb w zapisie zmienno - przecinkowym

2 1
3
∗ 3 1

7
+ 45.27

4 2
9

Podaj: b la̧d bezwzglȩdny, b la̧d wzglȩdny i b la̧d procentowy obliczeń.

Rozwia̧zanie. Najpierw, napiszemy liczby x = 2
1

3
, y = 3

1

7
, z = 45.27, t = 4

2

9
w postaci

zmiennego przecinka, potem zaokra̧glimy do miejsca r = 3 i podamy b la̧d zaokra̧glenia



5

każdej z danych liczb

x = 2 1
3

= 2.33333...; fl3(x) = 0.233 ∗ 10, εx = 0.003333....;

y = 3 1
7

= 3.142857142857...; fl3(y) = 0.314 ∗ 10, εy = 0.0042857....;

z = 45.27 fl3(z) = 0.453 ∗ 102, εz = 0.07

t = 4 2
9

= 4.222222...; fl3(t) = 0.422 ∗ 10, εt = 0.00222....;

Dalej, stosuja̧c regu ly kolejności wykonywania operacji arytmetycznych, mnożenie, dzielenie,
dodawanie i odejmowanie, obliczmy wartość wyrażenia w arytmetyce 3-cyfrowej:

Iloczyn = fl3(2 1
3
) ∗ fl3(3 1

7
) = fl3(2.33 ∗ 3.14) = fl3(7.3162) = 7.32

Suma = fl3(7.32 + fl3(45.274)) = fl3(7.32 + 45.3) = fl3(52.62) = 52.6

Licznik = 52.6, Mianownik = 4.22,

Licznik

Mianownik
= fl3(

52.6

4.22
) = fl3(12.4645) = 12.5,

Odpowiedź: Wartość wyrażenia artmetycznego obliczonego w 3 cyfrowej arytmetyce wynosi
12.5
Teraz obliczmy wartość tego wyrażenia w 5-cio cyfrowej arytmetyce.
Mamy nastȩpuja̧ce dane:

x = 2 1
3

= 2.33333...; fl5(x) = 0.23333 ∗ 10, εx = 0.00003333....;

y = 3fl5
1
7

= 3.142857142857...; fl5(y) = 0.31429 ∗ 10, εy = 0.000042857....;

z = 45.27 fl5(z) = 0.4527 ∗ 102, εz = 0.0

t = 4 2
9

= 4.222222...; fl5(t) = 0.42222 ∗ 10, εt = 0.0000222....;

Podobnie, obliczmy wartość wyrażenia arytmetycznego w 5-cio cyfrowej arytmetyce

Iloczyn = fl5(2 1
3
) ∗ fl5(3 1

7
) = fl5(2.3333 ∗ 3.1429) = fl3(7.333333) = 7.3333

Suma = fl5(7.3333 + fl5(45.27)) = fl5(7.3333 + 45.27) = fl5(52.6033) = 52.603

Licznik = 52.603, Mianownik = 4.2222,

Licznik

Mianownik
= fl5(

52.603

4.2222
) = fl3(12.4587) = 12.459

Odpowiedź: Wartość wyrażenia artmetycznego obliczonego wyżej w 5-cio cyfrowej aryt-
metyce wynosi 12.459
B lȩdy: Dok ladna wartość wyrażenia: = 12.457
B la̧d bezwglȩdny zaokra̧gleń w 3 cyfrowej arytmetyce 12.5 − 12.457 = 0.043.

B la̧d wzglȩdny zaokra̧gleń w 3 cyfrowej arytmetyce =
0.043

12.457
= 0.00345; 0.345%

B la̧du bezwglȩdny zaokra̧gleń w 5 cyfrowej arytmetyce 12.459− 12.457 = 0.002.

B la̧d wzglȩdny zaokra̧gleń w 5 cyfrowej arytmetyce =
0.002

12.457
= 0.00016; 0.016%.
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Zadanie 1.2 Oblicz wartość nastȩpuja̧cego wyrażenia arytmetycznego w 3 i 5-cio cyfrowej
arytmetyce liczb w zapisie zienno - przecinkowym

7 2
3
∗ 9 3

7
+ 125.97

3 7
9

+ 256.75

Podaj b lȩdy: bezwzglȩdny, wzglȩdny i procentowy obliczeń.

Tadeusz STYŠ Warszawa czerwiec 2023
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Chapter 2

Liczby pierwsze. Algorytm
Euklidesa

-

0 1 2 3−1−2−3 x

Oś liczbowa. Liczba 1 nie jest liczba̧ pierwsza̧

Liczba 2 jest jedyna̧ liczba̧ najmniejsza̧ parzysta̧ i pierwsza̧

2.1 Wstȩp

Jedna̧ z najważniejszych operacji na liczbach jest rozk lad dowolnej liczby naturalnej na
czynniki liczb pierwszych. Rozk lad liczb na czynniki pierwsze podajemy na podstawie fun-
damentalnego twierdzenia arytmetyki.
Bezpośrednia̧ konsekwencja̧ rozk ladu liczb naturalnych na czynniki pierwsze jest wyznaczanie
najwiȩkszego wspólnego dzielnika i najmniejszej wspólnej wielokrotności dwóch liczb natu-
ralnych. Jednym z optymalnych algorytmów wyznaczania namniejszego wspólnego dzielnika
dwóch liczb naturalnych jest algorytm Euklidesa.

2.2 Liczby pierwsze

Opis liczb pierwszych należy zacza̧ć od definicji

Defimnicja 2.1 Liczbȩ naturalna̧ p > 1 nazywamy liczba̧ pierwsza̧, jeżeli ma dok ladnie dwa
dzielniki, to jest liczbȩ 1 i sama̧ siebie p. To znaczy ze liczby pierwsze dziela̧ siȩ tylko przez
liczbȩ 1 i przez siebie sama̧. Każda inna liczba nazywa siȩ liczba̧ z lożona̧.

Zauważmy, że liczba natyralna p = 1 nie jest liczba̧ pierwsza̧, gdyż ma tylko jeden dzielnik
sama̧ siebie i nie jest wiȩksza od 1. Liczba 0 również nie jest pierwsza bo jest mniejsza od 1
i ma wiȩcej dzielników niż dwa, gdyż podzielona przez dowolna̧ liczbȩ naturalna̧, różna̧ od
zera, daje wynik 0. Wymieńmy kilka kolejnych liczb pierwszych

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 51, 53, 59, 61...;

Z defincji wynika w sposób oczywisty, że liczba p = 2 jest jedyna̧ liczba̧ pierwsza̧ parzysta̧.
Zbiór liczb pierwszych nie jest zamkniȩty na operacjȩ arytmetyczne. Wystarczy podać
kontr-przyk lad.

8
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Przyk lad 2.1 Mianowicie liczby m = 7 i n = 3 sa̧ pierwsze jednak ich suma m + n =
7 + 3 = 10 nie jest liczba̧ pierwsza̧ i różnica 7 − 3 = 4 też nie jest liczba̧ pierwsza̧. Podobnie
iloczyn tych liczb m ∗ n = 3 ∗ 7 = 21 nie jest liczba̧ pierwsza̧.

Jedna z najważniejszych w lasności liczb pierwszych opisana jest w nastȩpuja̧cym twierdze-
niu:

Twierdzenie 2.1 Fundamentalne Twierdzenie Arytmetyki. Każda̧ liczbȩ naturalna̧
można przedstawić jako iloczyn liczb pierwszych. Taki rozk lad jest jedyny.
Inaczej, jeżeli n jest liczba̧ naturalna̧ to istnieja̧ liczby pierwsze

p1, p2, p3 · · · , pk

takie, że

n = p1 ∗ p2 ∗ p3 ∗ · · · ∗ pk

2.3 Rozk lad liczb na czynniki pierwsze

Z fundamentalnego twierdzenia arytmetyki wiemy, że każda liczba naturalna dodatnia ma
postać iloczynu liczb pierwszych. Inaczej, każda liczba naturalna dodatnia m > 1 rozk lada
siȩ na iloczyn liczb pierwszych. Co wiȩcej taki rozk lad jest jedyny. To znaczy, że nie ma
innego rozk ladu tej liczby naturalnej m na czynniki liczb pierwszych, oprócz czynników
p1, p2, p3, ..., pk.
Sposób rozk ladu liczby naturalnej m na czynniki pierwsze jest prosty. Mianowicie, dzielimy
liczbȩ m przez kolejne liczby pierwsze. Wtedy liczba m równa siȩ iloczynowi jej dzielników.

Przyk lad 2.2 Roz lóż liczbȩ m = 1638 na czynniki pierwsze.

pos lużymy siȩ schematem
1638 | 2
819 | 3
273 | 3
91 | 7
13 | 13
1

Liczba 1638 rozk lada siȩ na czynniki 2, 3, 3, 7, 13
To znaczy

1638 = 2 ∗ 3 ∗ 3 ∗ 7 ∗ 13

Przyk lad 2.3 Roz lóż liczbȩ m=5040 na czynniki pierwsze. pos lużymy siȩ schematem

5040 | 2
2520 | 2
1260 | 2
630 | 2
315 | 3
105 | 5
21 | 3
7 | 7
1 |
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Liczba m = 5040 rozk lada siȩ na czynniki 2, 2, 2, 2, 3, 5, 3, 7, To znaczy

5040 = 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 5 ∗ 3 ∗ 7.

Zauważmy, że siedem silnia równa siȩ

7! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 = 5040

W tym rozk ladzie mamy liczby z lożone

4 = 2 ∗ 2 i 6 = 2 ∗ 3

.

2.3.1 Zadania

Zadanie 2.1 Wiadomo, że liczba naturalna m jest podzielna przez 5 i rozk lada siȩ na 3
czynniki pierwsze, których suma równa jest 14. Znajdź liczbȩ m.

Zadanie 2.2 Wiadomo, że liczba naturalna m jest podzielna przez 5 i rozk lada siȩ na 3
czynniki pierwsze, których suma równa jest 19. Znajdź wszystkie wartości liczby m.

2.4 Najwiȩkszy wspólny dzielnik NWN(a, b)

Najwiȩkszy wspólny dzielnik dwóch liczb naturalnych a i b oznaczamy symbolem NWD(a, b).
Jednym ze sposobów obliczania najwiȩkszego wsólnego dzielnika danych liczb naturalnych
a i b jest rozk lad tych liczb na czynniki liczb pierwszych.

Rozpatrzmy kilka przyk ladów obliczania NWD(a, b) przez rozk lad liczb a i Rb na czynniki
pierwsze

Przyk lad 2.4 Niech liczba a = 21 i liczba b = 57. Rozk lad tych liczb jest oczywisty

21 = 3 ∗ 7 i 57 = 3 ∗ 19

Wspólnym dzielnikiem liczb 21 i 57 jest liczba 3, ponieważ liczba 3 dzieli liczbȩ 21 i dzieli
liczbȩ 57. Poza tym te liczba nie maja̧ innych wspólnych dzielników.
Ska̧d mamy wartość najwiȩkszego wspólnego dzielnika

NWD(21, 57) = 3

obliczzanie nai wiȩkszego wspólnego dzielnika

Przyk lad 2.5 Znajdż najwiȩkszy wspólny dzielnik liczb 42 i 78.

Rozk ladamy obie liczby na czynniki pierwsze wed lug schematu

42 | 2, 78 | 2
21 | 3, 39 | 3
7 | 7, 13 | 13
1 | 1 |

Ska̧d mamy rozk lad liczb

42 = 2 ∗ 3 ∗ 7 i 78 = 2 ∗ 3 ∗ 13
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Wspólnymi czynnikami tych liczb sa̧ 2 i 3. Dlatego najwiȩkszym wspólnym dzielnikiem liczb
42 i 78 jest liczba NWD(42, 78) = 2 ∗ 3 = 6.

Rozpatrzy jeszcze jeden przyk lad wyznaczania najwiȩkszego wspólnego dzielnika przez rozk lad
liczb na czynniki pierwsze

Przyk lad 2.6 Znajdż najwiȩkszy wspólny dzielnik liczby 210 i liczby 231

210 | 2, 231 | 3
105 | 3, 77 | 7
35 | 7, 11 | 11
5 | 5 1 |
1 |

Ska̧d mamy rozk lad liczb 210 i 231 na czynniki pierwsze

210 = 2 ∗ 3 ∗ 7 ∗ 5 i 231 = 3 ∗ 7 ∗ 11

Wspólnymi dzielnikami tyczh liczb sa̧ 3 i 7. Dlatego najwiȩkszym wspólnym dzielnikiem
liczb 210 i 231 jest NWD(210, 231) = 3 ∗ 7 = 21.
Sprawdzamy, że liczba NWD(210, 231) = 21 dzieli liczby 210 i 231

210 : 21 = 10 oraz 231 : 21 = 11.

2.5 Algorytm Euklidesa (325-265 B.C.)

Najbardziej efektywnym sposobem wyznaczania najwiȩkszego wspólnego dzielnika jest algo-
rytm Euklidesa. Już w starożytnych czasach w Egipcie, Euklides grecki nauczyciel i dziekan
wydzialu nauk przyrodniczych na Uniwersytecie w Aleksandrii poda l algorytm na znaj-
dowanie najwiȩkszego wspólnego dzielnika dwóch liczb naturalnych.

Algorytm Euklidesa. Obliczamy kolejne wyrazy cia̧gy maleja̧cego reszt

r0 > r1 > r2 > r4 > ... > rn−1 > rn

z dzielenia liczb r0, r1, ..., rn, startuja̧c z danych liczb r0 i r1

r0

r1

= k2 +
r2

r1

, r2 = r0 − k2 ∗ r1

r1

r2

= k3 +
r3

r2

, r3 = r1 − k ∗ 3 ∗ r2

r2

r3

= k4 +
r4

r3

, r4 = r2 − k4 ∗ r3

. . ............ ...

rn−1

rn

= kn+1 +
rn+1

rn

, rn = rn−2 − kn ∗ rn−1

Zauważmy, że powyższe wzory na reszty ri, i = 0, 1, 2, ..., n, możemy zapisać jednym wzorem
rekurencyjnym

ri = ri−2 − ki ∗ ri−1, dla i = 2, 3, ..., n, (2.1)
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Tutaj wspó lczynnik ca lkowity ki = E[
ri

ri+1

].1

Ostatni wyraz cia̧gu rn 6= 0 różny od zera jest najwiȩkszym wspólnym dzielnikiem dwóch
pierwszych wyrazów r0, r1, piszemy

rn = NWD(r0, r1).

To wynika ze wzoru rekurencyjnego (2.1). Mianowicie, jeżeli liczba d = NWD(r0, r1) jest
dzielnikiem liczb r0 i r1 to d jest również dzielnikiem każdej nastȩpnej reszty

r2 = r0 − k2 ∗ r1

ri = ri−2 − ki ∗ ri−1, dla i = 2, 3, ..., n,

Konstrukcje cia̧gu rekurencyjnego (2.1) wijaśnimy na przyk ladach.

Przyk lad 2.7 Znajdż najwiȩkszy wspólny dzielnik liczb r0 = 78 i r1 = 42 stosuja̧c algo-
rytm Euklidesa (2.1)

1. Dzielimy liczbȩ wiȩksza̧ r0 = 78 przez liczbȩ mniejsza̧ r1 = 48, wed lug schematu

r0

r1

= k2 +
r2

r1

, r0 = k2 ∗ r1 + r2

78

42
= 1 +

36

42
, k2 = 1, 78 = 1 ∗ 42 + 36.

i obliczamy resztȩ r2 z dzielenia liczb r0 = 78 przez r1 = 42

r2 = r0 − k2 ∗ r1,

r2 = 78 − 1 ∗ 42 = 36.

gdzie k2 = E[
r0

r1

] oznacza ca lość z dzielenia r0 przez r1.

2

2. Podstawiamy r1 = 42, r2 = 36 i dzielimy liczbȩ wiȩksza̧ r1 = 42 przez liczbȩ mniejsza̧
r2 = 36, wed lug schematu

r1

r2

= k3 +
r3

r2

, r1 = k3 ∗ r2 + r3

42

36
= 1 +

6

36
, k3 = 1, 42 = 1 ∗ 36 + 6.

i obliczamy resztȩ z dzielenia liczb r1 = 42 i r2 = 36

r3 = r1 − k3 ∗ r2,

r = 42 − 36 = 6.

3. Podstawiamy r2 = 36, r3 = 6 i dzielimy liczbȩ wiȩksza̧ r2 = 36 przez liczbȩ mniejsza̧
r3 = 6, wed lug schematu

r2

r3

= k4 +
r4

r3

, r2 = k4 ∗ r3 + r4

36

6
= 6, k4 = 6, 36 = 6 ∗ 6 + 0.

1E[x] entire of x oznacza ca lość z liczby x
2E[x] entire of x oznacza ca lość z liczby x
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i obliczamy resztȩ z dzielenia liczb r2 = 42 i r3 = 36

r4 = 36 − k4 ∗ 6,

r4 = 36 − 36 = 0.

Najwiȩkszym wspólnym dzielnikiem liczb 78 i 42 jest ostatnia reszta r3 = 6 różna od zera,
piszemy NWD(78, 36) = 6

Rozpatrzymy nastȩpny przyk lad zastosowania algorytmu Euklidesa (2.1).

Przyk lad 2.8 Znajdź najwiȩkszy wspólny dzielnik liczb r0 = 1995 i r1 = 1190

Podobnie jak w poprzednim przyk ladzie znajdujemmy najwiȩkszy wspólny dzielnik liczb
1995 i 1190 stosuja̧c wzór (2.1)

r0 = 1995, r1 == 1190 | reszta r
−− −− −− − − −−
1995

1190
= 1 +

805

1190
| r2 = 805

1190

805
= 1 +

6

385
| r3 = 385

805

385
= 2 +

35

385
| r4 = 35

385

35
= 11 | r5 = 0

Najwiȩkszym wspólnym dzielnikiem liczb 1995 i 1190 jest ostatnia reszta r4 = 35 różna od
zera, piszemy NWD(1995, 1190) = 35

Przyk lad 2.9 Znajdź najwiȩkszy wspólny dzielnik liczb 975 i 690

Rozwia̧zanie.
Stosujemy wyżej opisany algorytm Euklidesa obliczajmy kolejne reszty

a = r0 = 975, b = r1 = 690 | reszta
−− −− −− −− −− − −− −− −− −−

975

690
= 1 +

285

690
| r2 = 975 − 1 ∗ 690 = 285

690

285
= 2 +

120

285
| r3 = 690 − 2 ∗ 285 = 120

285

120
= 2 +

45

120
| r4 = 285 − 2 ∗ 120 = 45

120

45
= 2 +

30

45
| r5 = 120 − 2 ∗ 45 = 30

45

30
= 1 +

15

30
| r6 = 45 − 1 ∗ 30 = 15

30

15
= 2 | r7 = 0

Cia̧g reszt
975 > 690 > 285 > 120 > 45 > 30 > 15
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jest maleja̧cy.
Ostatnia reszta z dzielenia r6 = 15 różna od zera jest najwiȩkszym wspólnym dzielnikiem
liczb naturalnych r0 = 975 i 1 = 690, piszemy

NWD(975, 690) = 15.

Zauważmy, że najwiȩkszy wspólny dzielnik r6 = 15 liczb r0 = 975 i r1 = 690 jest również
najwiȩkszym wspólnym dzielnikiem wszystkich poprzednich reszt

r2 = 285, r3 = 120, r4 = 45, r5 = 30, r6 = 15

3

2.6 Najmniejsza wspólna wielokrotność

Wspólna̧ wielokrotnościa̧ danych liczb naturalnych a, b jest trzecia liczba naturalna m, która
jest podzielna przez obie liczby a i b. Wspólnych wielokrotności danych liczb naturalnych
jest nieskończenie wiele. Wybieramy najmniesza z nich, piszemy NWW (a, b)

Przyk lad 2.1 Dla liczb 5 i 7 wspólna̧ wielokrotnościa̧ jest ich iloczyn 5 ∗ 7 = 35. Liczba
35 jest najmniejsza wspólna wielokrotność liczb 5 i 7. Inna̧ wspólna̧ wielokrotność liczb 5 i
7 jest liczba 70, ponieważ 70 : 5 = 24 i 70 : 7 = 10. Jednak 70 nie jest najmniesza̧ wspólna̧
wielokrotnościa̧ liczb 5 i 7.

Najmniejsza̧ wspólna̧ wielokrotność znajdujemy przez rozk lad danych liczb na czynniki liczb
pierwszych.

Przyk lad 2.2 Znajdź najmniejsza̧ wspólna̧ wielokrotnść liczb 120 i 210
Rozk ladamy liczby 120 i 210 na czynniki pierwsze wed lug schematu

120| 2, 210| 2
60| 2, 105| 3
30| 2, 35| 5
15| 3, 7| 7
5| 5 1|
1| |

Wybieramy wspólne czynniki w rozk ladzie obu liczb : 2, 3 i 5. Nastȩpnie do iloczynu 2∗3∗5
dopisujemy czynniki, które nie sa̧ wspólne, to znaczy nie powtarzaja̧ siȩ. To sa̧ czynniki 4 i
7.
Najmniejsza̧ wspólna̧ wielokrotnośca̧ jest iloczyn tych czynników

NWW (120, 210) = 2 ∗ 3 ∗ 5 ∗ 4 ∗ 7 = 1540

Przyk lad 2.3 Znajdź najmniejsza̧ wspólna̧ wielokrotnść liczb 910 i 1155
Rozk ladamy liczby 910 i 1190 na czynniki pierwsze wed lug schematu

910| 2, 1155| 3
455| 5, 385| 5
91| 7, 77| 7
13| 13, 11| 11
1| 1|

3Prosty algorytm Euklidesa z powodzeniem stosuje siȩ w systemach obliczeniowych. Jest  latwy w pisaniu
kodu w jȩzykach programowania.
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Wybieramy wspólne czynniki w rozk ladzie obu liczb : 5 i 7. Nastȩpnie do iloczynu 5 ∗ 7
dopisujemy czynniki, które nie sa̧ wspólne, to znaczy nie powtarzaja̧ siȩ. To sa̧ czynniki
2, 3, 11, 13.
Najmniejsza̧ wspólna̧ wielokrotnościa̧ jest iloczyn tych czynników

NWW (910, 1155) = 5 ∗ 7 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 11 ∗ 13 = 30030

2.6.1 Zadania

Zadanie 2.3 Roz lóż na czynniki pierwsze liczby

(i) a = 184

(ii) b = 6006

Zadanie 2.4 Podaj resztȩ z dzielenia liczby a przez liczbȩ b

(i) a = 254 i b = 15

(ii) b = 2672 i b = 848

Zadanie 2.5 Znajdź najwiȩkszy wspólny dzielnik liczb 425 i 125

(i) przez rozk lad tych liczb na czynniki pierwsze.

(ii) stosuja̧c algorytm Euklidesa

Zadanie 2.6 Znajdź najwiȩkszy wspólny dzielnik liczb stosuja̧c algorytm Euklidesa

2672 i 848

Zadanie 2.7 Wyznacz wszystkie rozwia̧zania uk ladu równań

x + y = 180

NWD(x, y) = 30

4

Zadanie 2.8 Ile wspólnych wyrazów maja̧ cia̧gi arytmetyczne

5, 8, 11, 14, ..., ; i 3, 7, 11, 15, ..., ;

Zadanie 2.9 Znajdź najmniejsza̧ wspólna̧ wielokrotność liczb

(i) 25 i 235

(ii) 512 i 5040

Zadanie 2.10 Czy liczbȩ pierwsza̧ p można przedstawić w postaci iloczynu różnicy i sumy
liczb naturalnych a i b

p = (a − b)(a + b)

Zadanie 2.11 Wykaż, że dla każdej liczby pierwszej p > 4 liczba (p−1)(p+1) jest podzialna
przez 24

4NWD(x,y) oznacza najwiȩkszy wspólny dzielnik liczby x i liczby y.


