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Chapter 1

Wstep do rachunku
prawdopodobienstwa

1.1 Wstep

Podstawy rachunku prawdopodobienstwa stworzyli Pascal (1623-1662 n.e.) i

Fermat (1601-1665 n.e.) w potowie XVII-go wieku. W wiekach XVIII i XIX waznym od-
kryciem bylo prawo wielkich liczb J. Bernoulliego i prace A. Moivre, P. Laplasa i S. Poissona.
Czebyszewa, Browna i Kolmogorowa.

Rachunek prawdopodobienstwa zajmuje si¢ badaniem praw rzadzacych zjawiskami losowymi
( przypadkowymi), to jest takimi zjawiskami, ktérych przebiegu czy wyniku nie mozna jed-
noznacznie przewidzie¢. Dzieje si¢ tak dlatego, ze na przebieg zjawiska losowego wplyw ma
na ogol wiele przyczyn, z ktorych jedynie cze$¢ udaje sie kontrolowac.

Wyniki zjawisk ( do$wiadczeri) losowych nazywamy zdarzeniami losowymi.

Jezeli doswiadczenie losowe powtérzymy n razy i przy tym w tych n doswiadczeniach
doktadnie k razy zaobserwujemy wynik A ( zdarzenie losowe A), to liczbe

k

n

nazywamy czestoscia zdarzenia losowego A w serii n doswiadczen.

W zjawiskach masowych czestosci wystepowania kazedego zdarzenia losowego maja ta wlasnosé,
ze wraz ze wrostem liczby n, te czestodci ”stabilizuja si¢” coraz bardziej ”blisko” pewnej
liczby charakterystycznej dla tego zdarzenia.
Ogodlnie w doswiadczeniach powtarzanych w tych samych warunkach dla kazdego doswiadczenia,
gdy mozliwe sg dwa wyniki, liczba ” charakterystyczna” jest bliska polowie liczby doswiadczen.
Wtedy czestosci

kn

n

5 n:152737"';

NN

—

1
daza do > gdy liczba doswiadczen n — oo dazy do nieskoézonosci.
Przyklad 1.1 Na przyklad rzucajgc symetryczng monetg n = 100, 200 lub wiecej razy
zaobserwujemy okoto potowe reszek i okoto potowe ortow.
Nizej podane wyniki w 100 i 200 rzutach moneta wskazuja na stabilizacje czestosci ”blisko”

3 dla ilosci doswiadczenn n > 200.

(1.1)



Tablica

Ilo$¢ rzutéw | liczba reszek | liczba orléow | czesto$¢ | czesto$é—
n k n-k % ”—;k—
100 61 39 0.61 0.39—
200 102 98 0.51— 0.41

1.2 Zdarzenia elementarne

W kadym do$wiadczeniu losowym mozemy wyrdzni¢ najprostrze wyniki zwane zdarzeniami
elementarnymi.
Zbioér zdarzen elementarnych oznaczamy litera €.

Przyklad 1.2 Rzucajgc monetq, mozliwe sq¢ dwa wyniki reszka lub orzel, innych mozliwosci
nie ma. Zbiorem zdarzen elementarnych jest zbior

Q= {wl, (.«)2}

ztozony z dwdch zdarzen elementarnych wi, wa, gdzie zdarzenie elementarne wi zachodzi,
gdy w rzucie monetq pojawi sie reszka, zdarzenie elementarne we zachodzi, gdy pojawi sie
orzel.

Prawdopodobienistwo to jest liczba wokol, ktérej stabilizuje sig czgstosé, gdy ilos¢ doswiadczen
losowych zmiarza do niskonczonosci

Nizej stabilizacje czestosci wokdt liczby prawdopodobieristwa wstepnie opiszemy na wzor-
cowych przyktadach.

Rzut moneta. Zaczynamy od najprostrzego doswiadczenie rzutu monets.
moneta, mozliwe sa dwa wyniki reszka lub orzel, innych mozliwosci nie ma.

Rzucajac

Pytamy, jakie szanse mamy, zeby pojawila si¢ reszka ?

Z dwo6ch mozliwych wynikow reszka, orzel, jeden jest dla reszki i jeden jest dla orta. Zatem

szansa pojawienia sie reszki réwna jest 3 oraz pojawienia sie¢ orta réwniez réwna jest 5

Jezeli wynik pojawienia sie reszki oznaczymy litera A, a wynik pojawienia sie orla litera B to
prawdopodobieristwo pojawienia sig reszki oznaczamy symbolem P(A), a prawdopodobienistwo
pojawienia si¢ orta symbolem P(B).

Wtedy piszemy

1
Prawdopodobieristwo 3 oznacza, ze w duzej ilosci rzutéw oczekujemy polowe reszek i potowe

ortow.

Przyklad 1.3 Policz ile razy pojawi sie reszka i ile razy pojawsi sie orzet w 10-ciu rzutach
monetg.

Zal6zmy, ze reszka pojawila sie za pierwszym, piatym, ésmym i dziesiatym rzutem, razem
4 razy, natomiast orzel pojawil sig¢ 6 razy.



Zdarzenie pojawienia sie reszki oznaczamy litera A, zdarzenie pojawienia si¢ orta oznaczamy
litera B.
Obliczamy czesto$¢ pojawienia sie reszki

4 zdarzenia sprzyjajace 4 2

tosc(A) = —_—_=z
Czestosc(4) 10 zdarzen mozliwych 10 5

Podobnie obliczamy czestosé pojawienia sig orla jako stosunek 6-ciu zdarzen sprzyjajacych
do wszystkich 10-ciu zdarzen mozliwych

Czestosc(B) 6 zdarzen sprzyjajacych 6 3
zestosc = ===
10 zdarzen mozliwych 10 5

Przyklad 1.4 W klasie byto 20 uczniow. Kazdy uczer rzucit symetryczng monetq 50 razy.
Nizej w tablicy 1.2 podane sq¢ czestosci wypadniecia reszki w 100 1 1000 rzutéw.

(1.2)
Tablica
Liczba rzutéw | liczba reszek | liczba ortéw | czestos¢ | czesto$é—
n k n-k % ”Tfk—
100 54 46 0.54 0.45—
1000 517 483 0.517— 0.483

Widzimy, ze czesto$¢ pojawienia sie reszki na 100 rzutéw moneta réwna jest 0.54, natomiast
na 1000 rzutéw rowna jest 0.517. Czestos¢ 0.517 na 1000 rzutéw blizsza jest liczbie charak-
terystyczne réwnej 0.5 niz czgstosé 0.54 na 100 rzutéw moneta w tym przyktadzie.

Ta zaobserwowana prawidlowos¢ polegajaca na tym, ze czgsto$¢ zajécia zdarzenia losowego
jest "stabilna” okolo jakiejs statej wartosci, gdy ilo$¢ powtdrzen doswiadczenia losowego jest
duza, lezy u podstaw pojecia prawdopodobienistwa.

Nizej wyjasnimy jeszcze takie pojecia jak
e zdarzenia roziaczne - wykluczajace
e zdarzenie pewne
e zdarzenie niemozliwe
e prawdopodobienstwo zdarzen

Dalej oznaczmy litera A zdarzenie pojawienia si¢ reszki, litera B zdarzenia pojawienia sie
orla w rzucie moneta.

Zdarzenia A i B sa rozlaczne-wykluczajace sie, poniewaz zajscie zdarzenia A wyklucza
zajscie zdarzenia B.

Sume-alternatywe zdarzeti A lub B, piszemy

AUB



Obliczamy czgstos¢ alternatywy zdarzen rozlacznych
2 3
Czestosc(A U B) = Czestosc(A) + Czestosc(B) = 5 + 5= 1

Czestosé alternatywy zdarzen roztgeznych A i B réwna jest sumie czesto$ci zdarzenia A i
zdarzenia B.

Podobnie obliczamy prawdopodobieristwo alternatywy zdarzen rozitacznych.

P(AUB):P(A)+P(B):%+%:1

Prawdopodobieristwo alternatywy zdarzen roztgcznych A i B réwna jest sumie prawdopodobieristwa
zdarzenia A i zdarzenia B.

W rzucie moneta pojawienie sie reszki lub orla jest zadarzeniem pewnym, ktérego praw-
dopodobienistwo rowne jest 1.

Natomiast zdarzenie, ze w rzucie moneta nie pojawi sie ani reszka ani orzel jest zdarzeniem
niemozliwym.

Prawdopodobienistwo zdarzenia niemozliwego réwne jest 0

Przyklad 1.5 Rozpatrzmy doswiadczenie rzutu kostkq o ksztalcie szeScianu foremnego, na
ktorego Scianach sg oczka od 1 do 6.

W doswiadczeniu rzutu kostka odczytujemy ilos¢ oczek na kostce. Mozliwy jest jeden z
szedciu odczytéw

1 oczko, 2 oczka, 3 oczka, 4 oczka, 5 oczek i 6 oczek

nastepujacych zdarzen elementarnych

zdarzenia wi, gdy pojawi sig¢ 1 oczko
zdarzenie wo, gdy pojawi si¢ 2 oczka
zdarzenie ws, gdy pojawi si¢ 3 oczka
zdarzenie wy, gdy pojawi si¢ 4 oczka
zdarzenie ws, gdy pojawi si¢ 5 oczek
zdarzenie wg, gdy pojawi si¢ 6 oczek

Zatem w jednym rzucie kostka jest 6 mozliwych wynikéw
1 oczko, 2 oczka, 3 oczka, 4 oczka, 5 oczek, 6 oczek

Szansa pojawienie sig¢ kazdej ilosci oczek jest taka sama w stosunku do 6 wynikéw mozliwych.
1

To prawdopodobienstwo réwne 5 piszemy

P(wl):é, P(WQ):é
Plos) =3,  Pla)=g¢
P(w5)_é, P(WG)—é



Zal6zmy, ze wykonano N = 100 rzutéw kostka i zapisano liczbe oczek

Zdarzenie w; pojawilo sig 17 razy, to znaczy 1 oczko pojawilo si¢ 17 razy
Zdarzenie wy pojawilo si¢ 16 razy, to znaczy 2 oczka pojawilo si¢ 16 razy
Zdarzenie ws pojawilo sig 17 razy, to znaczy 3 oczka pojawilo si¢ 17 razy
Zdarzenie w4 pojawilo sig 18 razy, to znaczy 4 oczka pojawilo si¢ 18 razy
Zdarzenie ws pojawilo sig 15 razy, to zmaczy 5 oczek pojawilo si¢ 15 razy
Zdarzenie wg pojawilo sig 17 razy, to znaczy 6 oczek pojawilo si¢ 17 razy

W tym doswiadczeniu czestoscia pojawienia sie jednego z szeSciu wynikéw sa nastepujace
ilorazy:
17 zdarzen sprzyjajacych 17

Czestosclwr) = 100 zdarzen mozliwych ~ 100 017
oo = S eyt 10y
Caestosen) = St = 05 = 017
Crototog = S eyt _y
Crotouto = T gttt 15,
Czestosc(ws) = 17 zdarzen sprzyjajacych _ 17 —0.16

100 zdarzen mozliwych 100
Zbior
Q= {wla w2, W3, W4, Ws, WG}

jest zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych rozlacznych - wykluczajacych.
Dlatego alternatywa zdarzenl elementarnych
A=wUwy UwszUws Uws Uwsg

jest zdarzeniem pewnym.
Prawdopodobienistwo zdarzenia pewnego A réwne jest 1, piszemy

P(A)=P(w Uws Uws Uwg Uws Uwg) =1
Rowniez czesto$¢ zdarzenia pewnego réwna jest 1, poniewaz rowna jest sumie czestosci
elementarnych

17 16 17 18 15 1T

Crest e e s b
zestosew) = 755 ¥ 100 ¥ To0 T 00 T 100 T 100

1.3 Zdarzenia jednakowo prawdopodobne
W powyzszych doswiadczeniach rozpatrywalismy zdarzenia losowe jednakowo prawdopodobne.
W rzucie moneta pojawienie sie orla lub reszki zachodzi z réwnym prawdopodobienistwem

1
3 W rzucie kostka prawdopodobienstwo pojawienia sie

1 oczka, 2 oczek, 3 oczek, 4 oczek, 5 oczek, 6 oczek

1

jest to samo i réwne 5



Nizej podajemy definicje Laplace’a prawdopodobienstwa dla N zdarzen losowych réwno-
prawdopodobnych

Defimnicja 1.1 Jezeli dla danego doswiadczenia losowego, zbior zdarzen elementarnych
sktada si¢ z N zdarzen rownoprawdopodobnych, to prawdopodobienistwo zdarzenia losowego
A rowne jest

P(4) = +

gdzie n jest iloScig zdarzen sprzyjajecych zdarzeniu A.
Rozpatrzymy nastepujacy przyklad:

Przyklad 1.6 Z talii 52 karty wyciggnieto losowo jedng karte. Oblicz prawdopodobienstwo
P(A) nastepujgcych zdarzeri:

(i) Zdarzenie A polega na wyciggnieciu asa.
(i) Zdarzenie A polega na wyciggnieciu pika.
(#ii) Zdarzenie A polega na wyciggnieciu kiera I lub trefla.

Rozwiazanie (i). Zbiér zdarzen elementarnych sktada sie z N = 52 zdarzeri réwnoprawdopodobnych.

Prawdopodobienistwo wyciagnigcia kazdej karty jest to samo i réwne 5k

Poniewaz w talii sa 4 asy, dlatego liczba zdarzen sprzyjajacych wyciagniecia asa jest n = 4.
Zatem prawdopodobienistwo wyciagniecie asa jest réwne

4 1

Rozwiazanie (ii). Zbiér zdarzeni elementarnych sktada sie z N = 52 zdarzeri réwnoprawdopodobnych, Prawdopodobieris
wyciagniecia kazdej karty jest to samo i réwne Tk
Poniewaz w talii jest 13 pikéw, dlatego liczba zdarzenl sprzyjajacych wyciagnigcia pika jest
n = 13. Zatem prawdopodobieristwo wyciagniecia pika jest réwne
13 1

PA)=5=1

Rozwiazanie (iii). Zbiér zdarzeri elementarnych sktada si¢ z N = 52 zdarzeri réwnoprawdopodobnych.
1

Prawdopodobienistwo wyciagnigcia kazdej karty jest to samo i réwne Bk

Poniewaz w talii jest 13 kieréw i 13 trefli, dlatego liczba zdarzen sprzyjajacych wyciagniecia

kiera lub trefla jest

n=13+13 =26
Zatem prawdopodobienstwo wyciagniecie kiera lub trefla jest réwne

26 1
PA)= = =3

Rozpatrzmy jeszcze jeden przyklad zdarzen losowych.

Przyklad 1.7 Na liscie w szkole jest 250 dziewczqt i 200 chlopcow. Wybrano z listy losowo
jedno nazwisko. Jakie jest prawdopodobieristwo zdarzenia A, Ze to jest
(a) dziewczynka, (b) chlopiec.



Rozwiazanie (a). Razem na liscie jest 250+ 200 = 450 uczniéw. Zbiér wszystkich zdarzen
elementarnych
Q= {wi, w2, w3, -, was0}

sktada sie z jest N = 450, zdarzen. Kade z tych zdarzen elementarnych w;, ¢ = 1,2,3,---,450
polega na wylosowaniu z listy 450 uczniéw jedno nazwisko.
Liczba zdarzen sprzyjajacych, ze to jest dziewczynka rowna sig n = 250. Prawdopodobienistwo,

ze to jest dziewczynka
250 5

PA=%50"5

Rozwiazanie (b). Podobnie obliczamy prawdopodobienistwo wybrania z listy nazwiska
chlopca. Razem na lidcie jest 250 + 200 = 450 uczniéw. Zbidr wszstkich zdarzen elemen-
tarnych

Q= {wi,w2,ws, -+, was0}

sklada si¢ z jest N = 450, zdarzenl elementarnych. Kade z tych zdarzen elementarnych
wy, 1 =1,2,3,---,450 polega na wylosowaniu z listy 450 uczniéw jedno nazwisko.
Liczba zdarzen sprzyjajacych, ze to jest chlopiec réwna sie n = 200. Prawdopodobienstwo,

ze to jest chlopiec
200 4

PA=7350"35

1.4 Zdarzenia losowe zlozone

Alternatywa, koniukcja i réznica zdarzen losowych jest zdarzeniem losowym zlozonym.
Zatem, wykonujac te operacje na zbiorze zdarzen elementarnych, otrzymujemy zdarzenia
losowe zlozone.
Na przyklad, w do$wiadczeniu z rzutem kostka zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych
jest zbior

Q = {w1, wa,ws, Wy, ws, we }

W tym zbiorze Q) wyrézniamy nastepujace podzbiory jako zdarzenia zlozone:

e Zdarzenie pewne okreslone przez zbiér
Q == {wla w2, W3, W4, Ws, (.()6}

wszystkich zdarzen elementarnych, ktérego pradopodobieristwo P(2) = 1, poniewaz
kazde ze zdarzen elementarnych

w1, W2, W3, W4, Ws, We

sprzyja zdarzeniu pewnemu §2.
Przawdopodobienstwo kazdego z tych zdarzen elemntarnych

1
Pw)=¢. i=1,2,3,456

e oczekiwany wynik zdarzenia A to parzysta ilo$¢ oczek. To zdarzenie losowe zachodzi,
jezeli zdarzy sie wa lub wy lub wg. To znaczy, gdy prawdziwa jest alternatywa

wo Uwyg Uwg
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Zatem zdarzenie A jest okreslone przez podzbiér

A = {ws,wy,ws} CQ
zbioru € wszystkich zdarzen elementarnych. Zdarzenia elementarne wa, wy, we sprzy-
jaja zajsciu zdarzenia A.
Prawdopodobieinstwo tego zdarzenia

mm:%:

e oczekiwany wynik zdarzenia A to ilo$¢ oczek mniejsza niz 3.

To zdarzenie losowe zachodzi, jezeli wynik rzutu kostka jest jedno oczko lub dwa oczka,
gdy prawdziwa jest alternatywa
w1 U wo

Zatem zdarzenie A jest okre$lone przez podzbiér
A={wi,wa} CQ

Zdarzenia elementarne wi,ws sprzyjaja zdarzeniu A
Prawdopodobienstwo zajscia tego zdarzenia

2 1
P(A)=-==
e oczekiwany wynik zdarzenia A to ilo$¢ oczek wigksza od 3. To zdarzenie losowe za-
chodzi, jezeli zdarzy sie¢ w4 lub ws lub wg, gdy pradziwa jest alternatywa ws Uws U wg.
Zatem zdarzenie A jest okre$lone przez podzbiér

A = {ws4,ws,we} C

zbioru ) wszystkich zdarzen elementarnych. Kazde ze zdarzen wg,ws,ws sprzyja
zdarzeniu A
Prawdopodobienstwo tego zdarzenia

3 1
P(A) ===

1.5 Operacje na zdarzeniach losowych

Podstawowg relacja w zbiorach jest ralacja przynaleznosci elementu do zbioru.

Relacje, ze element x nalezy do zbioru 2, piszemy z € 2. Rdéwniez relacje, ze x nie jest
elementem zbioru {2, piszemy x ¢ Q.

Zdarzenia losowe rozumiemy jako podzbiory zbioru zdarzen elementarnych. Operacje na
zbiorach takie jak suma, iloczyn i réznica zbioréw odnosza sie réwniez do dziatan na zdarzeni-
ach losowych, poniewaz sa to dzialania na podzbiorach zbioru zdarzen elentarnych.

1.6 Zdarzenie przeciwne

. . . / . . /
Zdarzenie przeciwne do zdarzenia A oznaczamy symbolem A . Zdarzenie przeciwne A
zachodzi, jezeli nie zaszlo zdarzenie losowe A.
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Na przyktad, niech zdarzenie A polega na uzyskaniu parzystej liczby oczek w rzucie kostka.
Wtedy
A= {(.()2, Wy, WG}

jest podzbiorem zbioru zdarzen elementarnych
Q= {wr,ws,ws, ws, ws,ws}, ACQ
Zdarzenie przeciwne A’ zachodzi, jezeli pojawi sie nieparzysta liczba oczek
A= {wr,ws, ws}
Podzbisr A’ jest réwniez podzbiorem zbioru zdarzen elementarnych
Q = {w1,ws,ws, wy, ws,ws }, A ca

Zauwazmy, ze zdarzenie przeciwne réowne jest réznicy zbioru wszystkich zdarzen elemen-
tarnych
Q = {w1, w3, w3, ws, ws, we }

i wydarzenia A
Zatem mamy

!’
A =Q—A={w,ws,ws,ws,ws,ws } — {wa,ws,ws} = {w1,ws, ws}

1.7 Alternatywa zdarzen
Alterternetywa zdarzen losowych A i B jest zdarzenie
C=AUB

ktére zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie A lub zachodzi zdarzenie B.
Na przyktad: niech zdarzeniem A bedzie liczba oczek na kostce wieksza od 5, natomiast
zdarzeniem B niech bedzie liczba oczek mniejsza od 2.

Jasne, ze zdarzenie

A:(.UG

natomiast zdarzenie
B = w1

Alternatywa tych zdarzen jest podzbidr
C:AUB = {wl,wg}
zbioru zdarzen elementarnych (). Piszemy

C=AUBCqQ

1.8 Koniukcja zdarzen
Koniukcjg zdarzen losowych A i B jest zdarzenie
D=AnNB,

ktére zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie A i jednoczesnie zachodzi zdarze-
nie B.
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Na przyklad, niech zdarzeniem A bedzie liczba oczek wigksza od 3, zdarzeniem B niech
bedzie liczba oczek mniejsza od 5.
Jasne, ze zdarzenie A okresla podzbiér

A = {wy,ws,ws} C Q,
oraz zdarzeniem B okresla podzbiér
B = {w1,ws,ws,ws} CQ
Koniukcja A N B jest zdarzeniem
D =ANB = {ws,ws,ws} N{wr,ws,ws,ws} = {wa}

ktére sktada sie z tych samych zdarzeri elmentarnych réwnoczes$nie nalezacych do A i do B.

1.9 Zdarzenia rozlaczne

Zdarzenia A i B wylaczaja sie, jezeli ich koniukcja jest zbiorem pustym. To znaczy ANB = 0.
Niech na przyklad, w doswiadczeniu rzutem kostka, niech zdarzenie

A ={w1,we}
oznacza pojawienie si¢ jednego oczka lub szesciu oczek, natomiast zdarzenie
B = {ws, wa, w5}

oznacza pojawienie sig¢ trzech oczek lub czterech oczek lub pieciu oczek.
Te zdarzenia sa roziaczne, gdyz ich koniukcja

ANB={w,ws} N{ws,ws,ws} =0

jest zbiorem pustym zdarzen.

1.10 Robznica zdarzen losowych

Réznica zdarzen losowych A i B to jest zdarzenie
E=A-B
zachodzi wtedy gdy zdarzenie A zachodzi, natomiast zdarzenie B nie zachodzi.
Na przyktad, niech zdarzeniem A bedzie parzysta ilosé oczek, natomiast zdarzeniem B niech

bedzie ilo$¢ oczek podzielna przez 3.
Jasne, ze zdarzenie A zachodzi, jezeli wylosujemy element podzbioru

{(.()2, W4, UJG} C Q

zbioru )
natomiast zdarzenie B nie zachodzi, jezeli nie wylosujemy elementu podzbioru

{w:;, (.«)6} c N
zbioru €.
Zatem réznica zdarzen losowych A i B to jest zdarzenie
E=A-B

zachodzi, jezeli wylosujemy element podzbioru A i jednoczesnie nie wylosujemy elementu
podzbioru B. Wtedy zdarzenie

E=A—-B={ws,wy,ws} — {ws,ws} = {wa,ws} C Q
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1.11 Przyklady zdarzen losowych

Nizej podajemy przyklady zdarzen losowych i zdarzen sprzyjajacych okreslonemu zdarze-
niu losowemu. Podajemy réwniez opis operacji: alternatywy i koniukcji zdarzen losowych
oraz prawdopodobienstwo zdarzen sprzyjajacych i zdarzen przeciwnych do danego zdarzenia
losowego.

Przyklad 1.8 Ze zbioru liczb
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17.18,19, 20}

wybieramy losowo jedng liczbe. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania z tego zbioru liczby
podzielnej przez 5.

Rozwiazanie (1.8). Zbiér wszystkich zdarzen mozliwych
Q=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, 13, 14, 15, 16, 17.18, 19, 20}

sklada si¢ N = 20 zdarzen elementarnych.
Zbioér zdarzen sprzyjajacych
A= {5,10,15,20}

sktada sie z k = 4 liczb podzielnych przez 5.
Zatem prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej przez 5 ze zbioru €2 wszystkich
mozliwych zdarzen jest réwne

k 4 1
P A = —= — = —
(4) N 20 5
Odpowiedz: Prawdopodobienstwo wylosowania ze zbioru €2 liczby podzielnej przez 5 jest
1

rowne 5

Przyklad 1.9 Ze zbioru liczb
{1,2,3,5,7,9}
wybieramy losowo dwie liczby. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania dwoch liczb z ktorych

co najmniej jedna jest podzielne przez 3.

Rozwiazanie (1.9). W tym przykladzie zdarzeniemi elementarnymi beda wszystkie pary
liczb podane w tablicy

L1, (1L2), (1L3), (L5, (L7, (1,9),
(2,1), (2,2), (23), (25, 7, (29,
(3,1, (3,2, (.3, (3.5, 3.7, (39),

2= 6 5.2, (5.3), (5.5). (5.7, (5.9),
(7,1, (7,2), (7.3), (7.5, (0.7, (7,9,
(9,1), (9,2), (9,3), (9,5), (9,7), (9,9)

3 3 3 3 3

N=6 x 6

Zatem zbior wszystkich zdarzen elementarnych sklada si¢ z N = 36 zdarzen mozliwych.
Zbiér zdarzen sprzyjajacych to sa te pary liczb wybrane z tablicy (1.9) w ktérych co najmniej
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jedna liczba jest podzielna przez przez 3.
Zatem zbidr zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A okreslony w tablicy

(1,3), (1,9)

(2,3), (2,9),

(3,1, (3.2), (3.3, (3.5, (.7, (3.9,

h= (5,3), (5,9),
(7,3), (7,9),

(9,1, (9.2), (9.3), (9,5, (9,7), (9,9,

k=20
sklada si¢ z k = 20 par w ktorych co najmniej jedna z liczb jest podzielna przez 3.
Zatem prawdopodobienistwo wylosowania dwéch liczb ze zbioru liczb {1,2,3,5,7,9} z ktérych
co majmnie jedna jest podzielna przez 3 jest rowne

py_ k20 5
N 3 9

Przykiad 1.10 Ze zbioru liczb
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17.18,19, 20}

wybieramy losowo jedng liczbe. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania liczby podzielnej
przez 2 1 przez 3.

Rozwiazanie (1.10). Zbiér wszystkich zdarzen losowych
Q=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, 13, 14, 15, 16, 17.18, 19, 20}

sklada si¢ z N = 20 zdarzeni losowych elementarnych.
Zbioér zdarzen losowych sprzyjajacych zdarzeniu

A={6,12,18},

ze wylosowana liczba jest podzielna przez 2 i przez 3, sklada sie z k = 3 liczb.
Zatem prawdopodobienistwo wylosowania liczby podzielnej przez 2 i przez 3 ze zbioru 2 jest
réwne

Przykiad 1.11 Ze zbioru liczb

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17.18,19, 20}
wybieramy losowo jedng liczbe. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania liczby mniejszej 6.
Rozwiazanie (1.11). Zbiér wszystkich zdarzen losowych

Q=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15, 16, 17.18, 19, 20}

sklada si¢ z N = 20 zdarzeni losowych elementarnych.
Zbioér zdarzen losowych sprzyjajacych zdarzeniu

A = {]" 2’ 3’4’ 5}’
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ze wylosowana liczba jest mniejsza od 6, sklada sig¢ z k = 5 liczb.
Zatem prawdopodobienstwo wylosowania liczby mniejszej od 6 ze zbioru {2 jest réwne

k 5 1
P(4) = N 20 4
Przykiad 1.12 .
(1)  Podaj zbidr zdarzen wszystkich elementarnych w doswiadczeniu rzutem dwoma kostkami.
(#i)  Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia A pojawienia sie parzystej sumy liczby oczek w
rzucie dwiema kostkami.
(iii) Podaj zdarzenie przeciune A" do zdarzenia A.

Rozwiazanie (i) Mozliwe sa nastepujace wyniki:

e rzucajac pierwsza kostka otrzymamy 1, a natepnie rzucajac sze$¢ razy druga kostka,
dostaniemy liczbg oczek 1 lub 2 lub 3 lub 4 lub 5 lub 6.
lub

e rzucajac pierwsza kostka otrzymamy 2, a natepnie rzucajac sze$¢ razy druga kostka,
dostaniemy liczbg oczek 1 lub 2 lub 3 lub 4 lub 5 lub 6.
lub

e rzucajac pierwsza kostka otrzymamy 3, a natepnie rzucajac sze$¢ razy druga kostka,
dostaniemy liczbg oczek 1 lub 2 lub 3 lub 4 lub 5 lub 6.
lub

e rzucajac pierwsza kostka otrzymamy 4, a natepnie rzucajac sze$¢ razy druga kostka,
dostaniemy liczbg oczek 1 lub 2 lub 3 lub 4 lub 5 lub 6.
lub

e rzucajac pierwsza kostka otrzymamy 5, a natepnie rzucajac sze$¢ razy druga kostka,
dostaniemy liczbg oczek 1 lub 2 lub 3 lub 4 lub 5 lub 6.
lub

e rzucajac pierwsza kostka otrzymamy 6, a natepnie rzucajac sze$¢ razy druga kostka,
dostaniemy liczbg oczek 1 lub 2 lub 3 lub 4 lub 5 lub 6.

Zatem wynikiem tego doswiadczenia jest zbior wszystkich mozliwych par zdarzen elemen-
tarnych:

3 3 3 3 3 3

L1, (L2), (1L3), (L4), (1,5), (16),
(2,1), (2,2), (2,3), (2.4), (2,5), (2,6),
(3,1), (3,2), (3,3), (3.4), (3,5), (3,6),

) @, @2, 43), (44), (45, 46),
(5,1, (5,2), (5,3), (5.4), (55), (56)
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5, (6,6)

6,1), (6,2), (6,3), 6,5), (6,6),

N=6x6
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Rozwiazanie (ii). W rzucie dwiema kostkami suma oczek jest parzysta, jezeli na pierwszej
i jednoczesnie na drugiej kostce pojawi si¢ parzysta ilos¢ oczek, albo jednoczes$nie na pier-
wszej 1 na drugiej kostce pojawi sig nie parzysta ilo$¢ oczek. Poniewaz wszystkich zdarzen
elementarnych jest 6 x 6 = 36, to zbiér zdarzen sprzyjajacych

(1,1), (1,3), (1,5),
(2,2), (2.4), (2.6),
(3.1), (3.3), (3.5),

YT @2), (4,4, (46),
(5.1), (5,4), (5,5),
(6,2), (6,4), (6,6),

36
ma > = 18 elementy. Zatem prawdopodobieristwo zdarzenie A, ze w sumie wypadnie

parzysta ilos¢ oczek jest réwne

L

36 2

Rozwiazanie (iii). Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A w rzucie dwiema kostkami
bedzie nie parzysta suma oczek. To znaczy, ze na pierwszej kostce pojawi si¢ nieparzysta
liczba oczek, natomiast na drugiej kostce pojawi sie parzysta ilos¢ oczek, albo odwrotnie,
na pierwszej kostce pojawi sie parzysta ilos¢ oczek, natomiast na drugiej kostce pojawi sie
nie parzysta liczba oczek. Zbidr zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu przeciwnemu

(1,2),
2,1

1,4), (1,6),

2

wW

2

Ut

3 3 3 3 3 3

)
W

3, 3, 3,

(=2}

3

)
) : ,
);
)
)

4

—_

4

wW

4

Ut

3 3 3 3 3

)
W

5, 5, 5,

(=2}

3 3 3

(1,4), (1,6)
(2,1), (2,3), (2,5)
(3,2), (3,4), (3,6)
CERTCSY W), 49, (45)
(5,2), (5,4), (5,6)
(6,1), (6,3), (6,5)

6,1), (6,3), (6,5

3 3

Poniewaz wszystkich zdarzen elementarnych jest 6 x 6 = 36, to zdarzen sprzyjajacych zdarze-
36
niu przeciwnemu jest 3= 18.

. 7’ . . / . . . .
Zatem prawdopodobienistwo zdarzenia przeciwnego A , ze w sumie wypadnie nie parzysta
ilos¢ oczek jest réwne

/ 1 1
PA) = 18 ==
36 2
Przyklad 1.13 Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania w totolotku ze zbioru liczb {1, 2, ...,49}
(i) szedciu liczb, (ii) pietciu liczb, bez powtdrzen.

Rozwiazanie (i). Najpierw ustalmy zbiér zdarzen elementarnych. Intuicyjnie jasne, ze
zdarzeniem elementarnym bedzie szes¢ liczb

{nla n2,ng, N4, Ns, TLG}
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wybranych losowo ze zbioru liczb {1,2;...,49}.

Pytanie ile bedzie réznych széstek ze zbioru 49-ciu liczb?.

Rozumiemy, ze dwie széstki sa rdézne, jezeli roznia sie co najmiej jedna liczba. Prosta
odpowiedZ na to pytanie znajdujemy w kombinatoryce. Mianowicie, ilo$¢ réznych szdstek
rowna jest ilodci kombinacji z 49-ciu liczb po sze$¢ liczb. Ta liczbe kombinacji okreslamy

wzorem 1 49' 49'
(6> 6l = (49 6) 6l w3l OO0

Zatem, zbiér wszystkich kombinacji {n1,na, ns, nq, ns, ng} szesciu liczb wybranych z 49-ciu
liczb

Q ={w={n1,n2,n3,n4,n5,n6},1 <m; <49, i=1,2,3,4,56.}

jest zbiorem wszystkich zdarzenl elementarnych.
Odpowiedz: Niech A € Q oznacza zdarzenie wylosowania szesciu liczb ze zbioru

Q={1,2,3,4,5, 48,49}

Tylko jedna széstka liczb wygrywa. ktéra sprzyja zdarzeniu A. Zatem prawdopodobieristwo
zdarzenia A jest réwne

1
13983816
Rozwiazanie (ii). Niech sze$é¢ liczb {k1, ko, k3, k4, ks, ke} bedzie wynikiem losowania to-
tolotka. Wiemy z rozwiazania (i), ze zbiér zdarzen elementarnych

P(A)

Q= {w={n1,n2,n3,n4,n5,n6},1 <m; <49, i=1,2,3,4,5,6.}

zawiera (%) = 13983816 clement6w.
Oznaczmy przez A zdarzenie, ze gracz wytypowal liczby {s1, s2, s3, 84, 85, S6} wsrdd ktérych
pieé liczby sa trafione. To znaczy, ze w tym zbiorze liczb

{Sla 52, 83, 54, S5, 56}

pieé liczb sa ze zbioru {ki, ke, ks, k4, k5, ke}-

Teraz policzmy ile jest zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A. Najpierw, zuwazmy, ze jedna
liczba nie trafiona moze by¢ ki lub ko lub k3 lub k4 lub ks lub k. Zatem, jedna z pieciu
liczb trafionych mozemy zastapi¢ liczba nie trafiona otrzymujac inna piatke liczb trafionych.
Taka zamiane mozna dokonaé na (?) = 6 szes¢ sposobow.

W ten sposéb znajdujemy sze$é réznych széstek jako zdzarzenia sprzyjajacych zdarzeniu A.
Ponadto, pozostalo 43 liczby nie zo staly wylosowane w totolotka. Kazda z tych 43 nie wyty-
powanych w grze mozna wymieni¢ na jedna z szesciu nie trafionych przez gracza. Zatem,
zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A wylosowania poprawnych pieciu liczba jest 6 % 43 = 258.
Oznacza to, ze prawdopodobienstwo wylosowania poprawnych 5 liczby z wylosowanych
szedciu liczb réwne jest

258
P(A)= ————=0. 184
(4) 13983816 000001845

1.12 Zadania

Zadanie 1.1 .

(1) Wykonaj 50 rzutéw monetg i policz ilos¢ reszek w 10, 20, 30, 40 i 50 rzutach.

Oblicz czeto$ci pojawienia sie reszki @ orta dla 10, 20, 30, 40 7 50 rzutéw monetq.

(i1) Wskaz liczbe charakterystyczng dla tego doswiadczenia okolo ktdrej stabilizujg sie oblic-
zone czestosci.
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Zadanie 1.2 Wykonaj 10 rzutéw dwoma jednakowymi monetami.
(i)  Oblicz czestosé pojawienia sie dwdch orléw w 10 rzutach.
(i)  Oblicz czestosé pojawienia sie orta i reszki w 10 rzutach.

Zadanie 1.3 Rozpatrz model probabilistyczny rzutu dwoma monetamsi jeden raz.
(i)  Oblicz prawdopodobieristwo pojawienia sie dwdch orldw.
(i)  Oblicz prawdopodobieristwo pojawienia si¢ orta i reszki.

Zadanie 1.4 Wykonaj 10 rzutow dwoma kostkami.

(i)  Oblicz czestosé pojawienia sie dwdch takich samych oczek.

(i)  Oblicz czestosé pojawienia sie oczek, ktdrych suma réwna jest 4.
(7i1)  Oblicz czestosé pojawienia sie oczek, ktdrych suma réwna jest 7.

Zadanie 1.5 Rozpatrz model probabilistyczny rzutu dwoma kostkami szesciennymi jeden
raz.

(1)  Oblicz prawdopodobieristwo pojawienia si¢ dwdch takich samych ilosci oczek.

(i)  Oblicz prawdopodobieristwo pojawienia si¢ ilosci oczek, ktdrych suma réwna jest 4.
(#i1)  Oblicz prawdopodobieristwo pojawienia sie ilosci oczek, ktérych suma réwna jest 12.

Zadanie 1.6 Ze zbioru liczb
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17.18,19, 20}

wybieramy losowo jedng liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej
przez 4.

Zadanie 1.7 Ze zbioru liczb
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17.18,19,20}

wybieramy losowo dwie liczby, bez powtdrzen. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania liczby
podzielnej przez 8 lub 4.

Zadanie 1.8 Ze zbioru liczb
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17.18,19, 20}

wybieramy losowo jedng liczbe. Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania liczby podzielnej
przez 3 1 przez 4.

Zadanie 1.9 Ze zbioru liczb
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17.18,19, 20}
wybieramy losowo jedng liczbe. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania liczby mniejszej 5.
Zadanie 1.10 Zbior zdarzen elementarnych
Q = {w1, wa,ws, Wy, ws, we }
(1)  Oblicz alternatywe i koniukcje zdarzen losowych ztozonych
A={wi,ws}, B ={ws,we}

(#)  Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia A i zdarzenia B.
(13i)  Znajdz zdarzenia przeciwne A i B do zdarzen losowych A i B.
(iv) Oblicz prawdopodobienstwa zcdarzen losowych przeciwnych A i B .

Zadanie 1.11 Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania w grze liczbowej ze zbioru liczb
{1,2,...,20} (i) pieciu liczb, (ii) czterech liczb, bez powtdrzenn.
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1.13 Aksjomatyczna definicja prawdopodobienistwa

Laplace’a definicja prawdopodobienstwa jako iloraz n zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu losowemu
A do ilosci N wszystkich zdarzen elementarnych, w istocie ma swoje uzasadnienie w zbiorze
zdarzen elementarnych jednakowo prawdopodobnych. Mianowicie, jezeli wszystkie zdarzenia
elementarne sa rowno prawdopodobne, to znaczy, ze pierwsze zdarzenie elementarne pojawia
sie z prawdopodobieristwem p;, drugie z prawdopodobienistwem po, i tak dalej oraz N — te
zdarzenie elementarne pojawia si¢ zprawdopodobienstwem py i te prawdopodobienistwa sa
rowne

b1 =p2='"=DPN =D
wtedy
1
N
Skad otrzymamy prawdopodobienstwo jako iloraz n zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A do
wszystkich zdarzen elementarnych.

Bardziej ogélnym modelem prawdopodobienstwa jest definicja aksjomatyczna, ktéra obej-
muje rowniez zbiér zdarzenia elementarnych rézno prawdopodobnych.

Defimnicja 1.2 Oznaczmy przez Q0 zbior zdarzen elementarnych. Prawdopodobienstwem
zdarzenia losowogo A € Q nazywamy funkcje rzeczywistq P(A), ktdra spelnia nastepujgce
warunki:

(a) P(A) >0, dla kazdego zdaerzenia A € .

(b) Dla kazdej pary wytgczajgcej sie zdarzen losowych A, B € Q zachodzi réuwnosé; P(AUB) =
P(A) + P(B),49 — ciuliczb

(¢) P(w) =1.

Przyklad 1.14 Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania w totolotku ze zbioru liczb {1, 2, ...,49}
(i) szesciu liczb, (ii) pietciu liczb, (iii) czterech liczb

Rozwiazanie (i). Najpierw ustalmy zbiér zdarzen elementarnych. Intuicyjnie jasne, ze
zdarzeniem elementarnym bedzie sze$é¢ liczb {ni,nq, ng, ng, ns,ng}t wybranych losowo ze
zbioru liczb {1,2,...,49}, to znaczy n; € {1,2,...,49}, i = 1,2,3,4,5,6. Pytanie ile bedzie
roznych szostek ze zbioru 49-ciu liczb?. Rozumiemy, ze dwie szdstki sa rézne, jezeli roznia
si¢ co najmiej jedng liczba. Prosta odpowiedz na to pytanie znajdujemy w kombinatoryce.
Mianowicie, ilo$¢ réznych szdstek réwna jest ilosci kombinacji z 49-ciu liczb po szed¢ liczb.
Ta liczbe kombinacji okreslamy symbolem Newtona

49 49! 49!
(6) C 6! x(49—-6)! 6! x43! 13983816

Zatem, zbiér wszystkich kombinacji {n1, ns, ns, nq, ns, ng} szesciu liczb wybranych z 49-ciu
liczb
Q= {(4) = {nla n2,n3, N4, N5, nﬁ}; 1 <n; < 49; 1= 15 25 35 45 55 6}

jest zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych.
Odpowiedz: Niech A € Q oznacza zdarzenie wylosowania szesciu liczb ze zbiru 2. Praw-
dopodobienstwo tego zdarzenia rowne jest

1
Pid) = 13983816
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Zauwazmy, ze zgodnie z aksomatyczng definicja prawdopodobienistw funkcja P(A) okreslona
na zbiorze zdarzen elementarnych 2 spelnia warunki definicji. Mianowicie, mamy

1
PA) = ————
(&) P(A) = T5553810
tarne sa réwno-prawdopodobne.

>0, dla kazdego zdarzenia A € Q. Wszystkie zdarzenia elemen-

(b) Dla kazdej pary wylaczajacej sie¢ zdarzeni losowych A, B € ), jezeli zdarzenie A za-
chodzi to zdarzenie B nie zachodzi.

Wtedy
1
P(A)= —— P(B)=0.
@ = Toszser o PP
Zatem, mamy rownosé;
1
P(AUB)= ——— =P(A)+ P(B
(AU B) 13983816+O (4)+ P(B)
Podobnie, lub jezeli zdarzenie B zachodzi to zdarzenie A nie zachodzi.
Wtedy
1
P(A)=0 P(B)= —.
(A) =0, oraz P(B) = 755853576
Zatem, mamy réwnosé:
1
P(AUB) = ——— =P(A)+ P(B
(AU B) 0+13983816 (4)+ P(B)

(¢) Jezeli wybierzemy wszystkie mozliwe széstki, to wéréd nich pojawi si¢ napewno losowana
szostka. To znaczy prawdopodobienistwo od wszystkich zdarzeri elementarnych P(Q) =
1.

Rozwiazanie (ii). Niech sze$é liczb {k1, ko, k3, k4, ks, ke} bedzie wynikiem losowania to-
tolotka. Wiemy z rozwiazania (i), ze zbiér zdarzen elementarnych

Q= {w={n1,n2,n3,n4,n5,n6},1 <m; <49, i=1,2,3,4,56.}

zawiera (%) = 13983816 clement6w.

Oznaczmy przez A zdarzenie, ze gracz wytypowal liczby {s1, s2, s3, 84, 85, S6 } wsrdd ktérych
pieé liczb jest trafnych. To znaczy, ze w tym zbiorze liczb {s1, so, s3, 4, S5, S¢} cztery liczby
jest ze zbioru {k1, ka, ks, k4, ks, ke¢}. Teraz policzmy ile jest zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu
A. Najpierw, zuwazmy, ze jedna liczba nie trafiona moze by¢ ky lub kg lub k3 lub ky lub k5
lub k¢. Zatem, jedna z pieciu liczb trafionych mozemy zastapié liczba nie trafiona otrzymujac
inna piatke liczb trafionych. Taka zamiane mozna dokona¢ na (?) = 6 szes¢ sposobow. W
ten sposéb znajdujemy szes¢ réznych széstek jako zdzarzenia sprzyjajacych zdarzeniu A.
Ponadto, pozostalo 43 liczby nie wylosowane w totolotka. Kazda z tych 43 nie wytypowanych
W grze mozna wymieni¢ na jedna z szesciu nie trafionych przez gracza. Zatem, zdarzen
sprzyjajacych zdarzeniu A wylosowania poprawnych pieciu liczba jest 643 = 258. Oznacza
to, ze prawdopodobienstwo wylosowania poprawnych 5 liczby z wylosowanych szesciu liczb

rowne jest

258
PA) = ————
(4) 13983816
Rozwiazanie (iii). Niech szes$é¢ liczb {k1, ko, k3, k4, k5, ke} bedzie wynikiem losowania to-
tolotka. Wiemy z rozwiazania (i), ze zbiér zdarzen elementarnych

= (0.00001845

Q= {(4) = {n1;n2;n3;n4;n5an6}; 1 <n; < 49; 1= 15253545556'}
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zawiera () = 13983816 clement6w.
Oznaczmy przez A zdarzenie, ze gracz wytypowal liczby {s1, s2, $3, 84, 85, S6 } wsrdd ktérych
cztery liczby jest trafne. To znaczy, ze w tym zbiorze liczb {s1, so, s3, S4, S5, S¢} cztery
liczby jest ze zbioru {ki, ke, ks, k4, ks, ke}. Teraz policzmy ile jest zdarzen sprzyjajacych
zdarzeniu A. Najpierw, zuwazmy, ze dwie liczby nie trafione to moga by¢ pary ki, ks lub
k1,ks lub ..., lub k4, k5 lub ...,lub ks, kg Ilosé tych par réwna jest (g) = 15. Zatem, dwie
z czterech liczb trafionych mozemy zastapi¢ liczbami wylosowanymi w totolotku, ale nie
trafionionymi przez gracza. W ten sposob otrzymujemy inng czwérke liczb trafionych. Taka
zamiane mozna dokonaé na (g) = 15 pietnascie sposobéw. W ten sposéb otrzymujemy
15 réznych czwérek jako zdzarzenia sprzyjajacych zdarzeniu A. Ponadto, pozostato 43
liczby nie wylosowane w totolotka. Kazde dwie liczby z tych 43 nie wytypowanych w grze
mozna wymieni¢ na (423) = 21 % 43 sposobéw na dwie liczby nie trafionych przez gracza.
Zatem, zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A wylosowania poprawnych czterech liczba jest
15%21 %43 = 13545. Oznacza to, ze prawdopodobienstwo wylosowania poprawnych czterech

liczb z wylosowanych szesciu liczb rowne jest
13545
P =—
(4) 1398316
Zadanie 1.12 Niech szesc¢ liczb {k1, ko, ks, ka, ks, ke } bedzie wynikiem losowania totolotka.
Gracz wytypowt szesé liczb {s1, s2, 83, 84, S5, S6}. Oblicz prawdopodobieristwo, ze gracz trafit

tylko w trzy liczby ze zbioru {k1, ke, ks, ka, ks, ke}, szesciu liczb, pozostale trzy liczby byty nie
trafione.

= 0.000969

1.14 Prawdopodobenstwo warunkowe

Prawdopodobienstwo warunkowe zajscia dowolnego zdarzenia A pod warunkiem, ze juz
zaszto zdarzenie B oznaczamy symbolem P(A|B) i definiujemy wzorem

P(AN B)

P(AIB) = 5.

gdy P(B) > 0.

Powyzesze okreslenie prawdopodobieristwa warunkowego wyjasniamy na nastepujacym przyktadzie:

Przyklad 1.15 W stadzie jest razem N owiec i baranow. Wiadomo, zZe ilos¢ owiec @
barandw jest nastepujgca:

e m baranéw
e k barandw biatych.
e razem biatych owiec i barandw jest n, k < n.

Niech A oznacza zdarzenie, ze losowo wybrany czworonogi jest bialy, natomiast niech B oz-
nacza zdarzenie, zZe wybrany losowo czworonogi jest baranem. Zaktadajgc, ze prawdopodobieristwo
wyboru kazdego czworonogiego owcy czy barana jest to samo. Wtedy obliczamy tatwo nastepujgce
prawdopodobienstwa:

n m k

P(B)=%, PANB) =<

Wybierajgc losowo biatego barana pytamy o warunkowe prawdopodobieristwo P(A|B). To
warunkowe prawdopodobenstwo wylosowania biatego barana jest rowne
k
P(A|B) = —

m
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Skqd otrzymamy nastepujgcy wzor:

k.
N

Zgodnie z definicjg, powyzszy wzor okresla warunkowe prawdopodobienistwo zdarzenia A pod
warunkiem, ze zaszto zdarzenie B, gdy P(B) > 0.

1.15 Prawdopodobienstwo catkowite

Aby wprowadzi¢ pojecie prawdopodobienstwa catkowitego postuzymy sie nastepujacym przyktadem:

Przyklad 1.16 Przypusémy, ze jaka$ fabryka produjkujgca Zardwki ma wadliwosé 5 Zarowek
na 100 wyprodukowanych. Wtedy prawdopodobieristwo zdarzenia, Ze losowo wybrana Zaréwka
z tej fabryki jest wadliwa wynosi 0.05. Przypusémy teraz , Ze zainstalowano w tej fabryce
nowg linie produkcji, ktora produkuje tylko 1 zZarowke wadliwg na 100 wyprodukowanych.
Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze losowo wybrana Zardwka z tej fabryki jest wadliwa?

Interesujace prawdopodobienstwo to tak zwane prawdopodobienistwo calkowite. Gdyby
nowa linia produkcji produkowala tyle samo zaréwek co stara linia produkcyjna, to praw-
dopodobienstwo catkowite powinno by¢ réwne sredniej wadliwosci, to znaczy %(0.05 +
0.01) = 0.03. Oczywistscie zakladamy, ze zaréwki wyprodukowane przez obie linie pro-
dukcyjne zostaly doktadnie wymieszane.. OdpowiedZ na pytanie w tym przykladzie wynika
z nastepujacego twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym

Twierdzenie 1.1 JezZeli zdarzenia By, Bs, ..., By, wylaczajg sie parami i ich parwdopodobienstwa
P(B;) >0, i=1,2,...n. Ponadto, jezeli alternatywa tych zdarzen jest zdarzeniem pewnym,

to znaczy By U Ba U ...U B, = §, to dla kazdego zdarzenia losowego A C Q z przestrzeni
zdarzen elementarnych €, zachodzi nastepujgcy wzor:

P(A) = P(B1)P(A/By) + P(B2)P(A/Bz) + - - - + P(Bn)P(A/By)

Stosujac to twierdzenie do opisanego wyzej przykladu, zalézmy, ze nowa linia produkcyjna
produkuje trzy razy wigcej zaréwek niz stara linia produkcyjna. Oznaczmy przez A in-
teresujace nas zdarzenie losowe, ze wybrana zarowka jest wadliwa. Rowniez oznaczmy
przez B; i By zdarzenia, ze losowo wybrana zaréwka zostala wyprodukowana na starej lini
produkcyjnej i nowej lini produkcyjnej, odpowiednio. Stosujac twierdzenie o calkowitym
prawdopodobienistwie, sprawdzamy zalozenia tego twierdzenia. Po pierwsze, widzimy ze
zdarzenia Bj i By sa rozlaczne. Po drugie,zadne z tych zdarzen nie jest zdarzeniem niemozliwym,
czyli prawdopodobieristwa ich zajécia sa dodatnie, P(By) > 01 P(Bz) > 0. Nastepnie, al-
ternatywa tych zdarzen jest zdarzeniem pewnym, to znaczy B; U By = (.

7Z tresci przykltadu wynika, ze

e P(B;) =0.3,
e P(By) =0.7.
oraz, ze dane prawdopodobienstwa warunkowe sa nastepujace:
e P(A/B;) =0.05,
e P(A/Bs) =0.01.
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Z tezy twierdzenia wynika
P(A) = P(B1)P(A/By) + P(B2)P(A/B3) =0.3%0.05+ 0.7 0.01 = 0.036

Zatem $rednio 36 zarowek na 1000 zaréwek wyprodukowanych w fabryce to sa zaréwki
wadliwe.

Zauwazmy, ze jezeli obie linie produkcyjne produkuja ta sama ilos¢ zaréwek, wtedy praw-
dopodobienstwa By i By sa rowne

P(By) = P(Bs) :%

i prawdopodobienstwo zdarzenia A wynosi
1
P(A)=P(B1)P(A/By) + P(B2)P(A/Bsy) = 5(0.05 +0.01) =0.03

Rozpatrzmy inny przyktad.

Przyklad 1.17 Powiedzmy, ze stan pogody dla Warszawy w miesigcu kwietniu mozna schrak-
teryzowaé za pomocq jednego z trzech typow pogody I, 11, I11. Z dlugotrwatych obserwacji
wywnioskowano, Ze prawdopodobiernstwa tego, Ze w wybranym losowo dniu kwietnia bedzie
okreslony typ pogody s¢ odpowiednio rowne: 0.2, 0.1, 0.7. Obliczy¢ prawdopodobieristwo
zdarzenia, Ze w losowo wybranym dniu kwietnia bedzie padat deszcz.

Oznaczmy przez Bi, B, Bjs zdarzenia polegaja na tym, ze w losowo wybranym dniu
kwietnia wystapi odpowiednio I-szy lub II-gi, lub 3-ci typ pogody. Oznaczmy przez A
interesujace nas zdarzenie, ze w losowo wybranym dniu kwietnia bedzie padal deszcz.
Teraz sprawdzamy zalozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym.

Po pierwsze zauwazamy, ze zdarzenia By, By, i B3 sa paramiroztaczne. To znaczy koniukcja
tych par zdarzeri jest zbiorem pustym 0

BiNBy=0, BiNB3=0, ByNB3=10

Po drugie, prawdopodobienstwa zdarzen P(By) > 0, P(Bz) > 0, P(B3) > 0 sa dodatnie.
Po trzecie alternatywa zdarzen
ByUByUB; =Q

jest zdarzeniem pewnym.
7 tresci tego przykltadu mamy dla losowo wybranego dnia kwietnia prawdopodobienstwa
pojawienia si¢ typu pogody

e P(B;)=0.2
e P(By) =0.1
e P(B3) =0.7

oraz prawdopodobienstwa warukowe
e P(A/B;)=0.9
e P(A/Bs)=10.8
e P(A/B;3) =0.15

7 tezy twerdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym obliczamy prawdopodobienistwo in-
teresujacego nas zdarzenia A :

P(A) = P(B1)P(A/By)+ P(B2)P(A/By) + P(B3)P(A/Bs)

= 02%x09+0.1%x08+0.7%0.15=0.445



