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Chapter 1

Liczby wymierne i liczby
rzeczywiste

1.1 Os liczbowa

Zacznijmy od podsumowania wiedzy o liczbach naturalnych i liczbach catkowitych.
Nizej podajemy graficzny obraz tych zbiorow na osi liczbowej.
Zbior liczb naturalnych

N={0,1,2,3,....n,..}

zaznaczamy na osi liczbowej

0 1 2 3
Os liczbowa, Liczby Naturalne

Przypominamy, ze w zbior liczb naturalnych jest zamkniety ze wzgledu na
dodawanie i mnozenie. To znaczy, ze suma dwoch liczb natualnych

n+m=s, nmeN, to seN

jest liczba naturalna
Na przyklad
3+5=8, 3,5€N, 8¢ N

Podobnie iloczyn dwoch liczb naturalnych
nxm=3s, nmeN, to seN

jest liczba naturalna
Na przyklad
3xb=15, 3,5 N, 1b e N
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Dotanczajac wszystkie liczby ujemne przeciwne do liczba naturalnych otrzy-
mamy zbior liczb catkowitych Zbior liczb catkowitych

C={.,—n,..,—3,-2,-1,0,1,2,3,...n,...}

zaznaczamy na osi liczbowej

-3 —2 —1 0 1 2 3
Os liczbowa. Liczby catkowite
Zbior liczb catkowitych jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie, odejmowanie
i mnozenie. To znaczy, ze suma dwoch liczb catkowitych
n+m=s, nnmeC, to seC

jest liczba naturalna
Na przyklad

—10+4+(=5)=-10-5=-15, —-10,-5€ N, —15€ N

Podobnie roznica dwoch liczb catkowitych

n—m=s, nmeC, to se€C
jest liczba catkowita
Na przyklad

—12—(=h)=—-1245=-7, —-12,-5€(C, =7’

Rowniez iloczyn dwoch liczb catkowitych

nxm=s, nmeC, to se€C

jest liczba catkowita
Na przyklad
—10% (=5) =50, —10,-5€C, 50 € C
Natomiast, iloraz dwoch liczb catkowitych nie musi by¢ liczba catkowita

Na przyktad
3

5
jest utamkiem, a nie jest liczba catkowita.

Nizej okreslamy liczby wymierne jako zbior wszystkich mozliwych utamkow.

1.2 Ulamki zwykle

Licznik i mianownik utamka zwyktego
licznik
~~
)
8
—~—

mianownik



Utamki zwykte
11 1 1 1 1 1 1 1

23 756 780
W tych utamkach liczniki sa te same rowne 1. Natomiast mianowniki tych
utamkow sa kolejnymi liczbami 1,2, 3,4,5,6,7,8,9
Nizej podane utamki maja rozne liczniki i rozne mianowniki.

124 5 7 9 3 5 7
273 5 6 8 10" 117 127 15
1.2.1 Dodawanie ulamkow

Dodawanie utamkow o tych samych mianownikach: dodajemy liczniki zostaw-
iamy ten sam mianownik

Przyklad 1.1 Dodaj utamk:

1+1_ _2_1

2 2 2 2

1 1 1 1+1+1 3

— J— — = :—:1

3+3+3 3 3

1 1 1 1 1414141 4

— — Ju— B :—:1

4+4 4+4 4 4
Przyklad 1.2 Dodaj utamki

1+3_1+3_4_2

2 2 2 2

1+2+4_1+2+4_7_2

3 3 3 3 3

1,23 5 _1+4243+5 11,3

4 4 4 4 4 4 T4

Dodajemy utamki o réznych mianownikach: nalezy znale$¢ wspolny mienownik,
moze to by¢ najmniesza wspolna wielokrotna mianownikow

Przykiad 1.3 Dodaj utamki

1 1 3 2 3+42 5
2737676 6 6

1 1 2 20 15 24 20+15424 59
3717576 60 60 60 o0
1 3 5 12 5+12 17
175720720 20 2



1.2.2 Odejmowanie ulamkow

Odejmowanie utamkow o tych samych mianownikach: odejmujemy liczniki
zostawiamy ten sam mianownik

Przyklad 1.4 Odejymij utamki

1 _1-1_,
2 2 2
2 1 2-1 1
33 3 3
4 2 1 4-2-1 1
5 5 5 5 b
Przyklad 1.5 Dodaj utamki
L3 143 4
2 2 2 2
l+g+§:1+2+4zzz2_
3 3 3 3 3
1,2 3 5 1424345 11,3
4 4 4 4 4 4
Przyklad 1.6 Odejymij utamki
7T 1 7-1 6
9 9 9 9
13 5 3 13-5+3 12
20 20 20 20 2

37 23 37-23 14

50 50 50 50

Odejmujemy utamki o roznych mianownikach: nalezy znales¢ wspolny mienownik,
moze to by¢ najmniesza wspolna wielokrotna mianownikow

Przyklad 1.7 Odejymij utamki

5 1 5-3%1 2
9 3 9 9

33 21 2%33-21 45 9

25 50 50 T 50 10

14 2 2 14-3%2+45%2 14-6+10 18
5 573" 15 - 15 15

253 126 2%253—126 506 —126 380
500 1000 1000 1000 1000




1.2.3 Mnozenie ulamkow

Operacja mnozenia utamkow jest bardzo prosta. Utamek 2—9, q # 0 mnozymy
q

s
przez utamek —, s # 0 wedlug schematu: licznik razy licznik, mianownik razy

mianownik s ‘s

q*t’

3

Przyklad 1.8 Pomnoz utamki
(a) 2 . 4 2x4 8
a — —_ = = —
3 5 3x5 15
10 21 10x21 210
B) 3% 5 =13 0r = o3
13 25 13%25 273

1.2.4 Dzielenie ulamkow

Operacja dzielenia utamkow jest bardzo prosta. Utamek 2—9, q # 0 dzielimy
q

S . . . . . .
przez utamek —, s # 0 wedlug schematu: licznik razy mianownik, mianownik

razy licznik

S * 1
B:_:p ) q>$7é07 p>t7é0
q t gxs

Przyklad 1.9 Podziel utamk:
@ 2 4 2x5 10
Y3 E T 4x3 12
) 10 21 10%25 250
13725 13x21 273

1.3 Zbior liczb wymiernych

Dotanczajac do zbioru liczb catkowitych wszystkie utamki otrzymamy zbior
liczb wymiernych. Utlamki

1w 7 3 2 11234475 91
5? 2? 4? 3? 2?273?472?574?37?27 37"'
nie sa liczbami catkowitymi. Ogolnie, dla liczb catkowitych p i ¢ # 0 utamek
p
q?

nie jest liczba catkowita, jezeli ¢ # 1. Dla ¢ = 1 ulamek jest liczba catkowita.
Zbior wszystkich liczb catkowitych razem ze zbiorem wszystkich mozliwych
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utamkow tworza zbior liczb wymiernych. Zbior liczb wymiernych oznaczamy
litera W.

W = {g . dla calkowitych liczb pigq # 0}
Inaczej, piszemy
W = {g . dla kazdego p,q € C, q¢#0.}

Zbiér liczb wymiernych jest zamkniety ze wzgledu na cztery operacje aryt-
metyczne dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie przez liczby rézne od
zera. To znaczy dla dowolnych liczb wymiernych wy, ws € W wynik czterech
operacji jest liczba wymierna

w1
wy+we €W, wy—we €W, wyxwe €W, — €W, wy #N0.
W2

Na przykiad, dla
2 3
wlz——EW, wy =—-€€W

3 4
suma
N _g+§_2*4—|—3*3_8—|—9_1_7_ew
WMTe=s Ty T 12 T 12 12
jest liczba wymierna
Dla
1 2
'LU1:—§EW,’LU2:§EW
roznica
_1 2 1#3-2+3 3-6_ 3 _ 1 _.
B R 6 76 6 2
jest liczba wymierna
Dla 3
=—-cW. =—-cW
w1 36 , Wy 46
iloczyn
2 3 2x3
R P D R
jest liczba wymierna
Rowniez, dla liczb
3
’LU1—§EW,’LU2216W
iloraz )
3 2x4 8
3 _ —
Yt TE T ey g €W

jest liczba wymierna
Zauwazmy, ze zbior liczb wymiernych jest wszedzie gesty. To znaczy pomiedzy
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dwoma réznymi liczbami wymiernymi wy, ws istnieje "duzo” innych liczb wymiernych,
. . w; +w
na prrzyklad ich srednia arytmetyczna ! 2ew.

Ponadto, zbiér liczb wymiernych W jest najmnieszym zbiorem liczbowym
zamknietym ze wzgledu na cztery operacje arytmetyczne. Mianowicie, ztézmy
na chwile, ze liczba wymierna z nie nalezy do zbioru W, (x ¢ W). Poniewaz

kazda liczba wymierna ma postac P qla pewnych catkowitych pi ¢ # 0. To
q

znaczy, ze nie ma liczb wymiernych poza zbiorem W.

Liczby wymierne sa reprezentowane jako punkty na osi liczbowej

5 4 1 1 3 5
-3 -2 41 1 o LI 1 & 92 & 3

Os liczbowa. Liczby wymierne

1.3.1 Wyrazenia arytmetyczne

Przypominamy, ze wyrazeniem arytmetycznym nazywamy ciag liczb, w tym
liczb wymiernych, potaczonych operacjami arytmetycznymi dodawiania, ode-
jmowania, mnozenia i dzielenia. Kolejnos¢ wykonywanych operacji najpierw
mnozenie, potem w kolejnosci dzielenie,dodawanie i odejmowanie w wyrazeniach
bez nawiasow. W wyrazeniach z nawiasami, w pierwszej kolejnosci obliczamy
waartsci w nawiasach.

Przyklady wyrazen arytmetycznych bez nawiasow

Przyklad 1.10 Oblicz watosé wyrazenia arytmetycznego

11
3 2
2 3
3+4

Przyklad 1.11 Oblicz watosé wyrazenia arytmetycznego

wlo|otro
* | *
(ST SY
4|
~wfol
* | *
w|foolw

Przyklad 1.12 Oblicz watosé wyrazenia arytmetycznego

wro|eo|—
* *
= (ot
+ |
NSNS
* *
[SUIF [$2] [oV]

Przyklady wyrazen arytmetycznych z nawiasami
Przyklad 1.13 Oblicz watosé wyrazenia arytmetycznego

G-HiE-b
EESTERS)
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Przyklad 1.14 Oblicz watosé wyrazenia arytmetycznego

_|_
~|w|ut|—

~—

_|_
~wl©on

~—
—~

w oot
* | *
otpofot|w
* | *
w00l
SN—

~—~

wloyotw
* | *
otnofot|w
* | *
wljotw
SN—

Przyklad 1.15 Oblicz watosé wyrazenia arytmetycznego

(3*2—3x3)G*5—3%3)
4N\ /2 1 4
Gri+ix3)(G*3+3x3)

1.3.2 Wyrazenia algebraiczne

Oprocz wyrazen arytmetycznych, mamy wyrazenia algebraiczne. W wyrazeniach
algebraicznych dopuszczamy litery, symbole o zmiennej warosci. Zatem, wyrazeniem
algebraicznym nazywamy ciag liczb i liter potaczonych operacjami arytmety-
cznymi dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia.

Przyklad 1.16 Oblicz watosé wyrazenia algebraicznego dla wartosci a = 2

a__2a
3 2
a a
3+4

Przyklad 1.17 Oblicz watosé wyrazenia algebraicznego dla wartsci b =1

*

*

[SVIIS RIS TN

(SIS AIS IV

_|_
ENIIS ST

*

[SSIES (Sl [Ov]

*

Przyklad 1.18 Oblicz watosé wyrazenia algebraicznego dla wartosci ¢ = 3

*

wlo [wio

*

o I={aio

_l_

*
*

o lw|wlo
wlo o lw

Przyklady wyrazen algebraicznych z nawiasami

Przyklad 1.19 Oblicz watosé wyrazenia algebraicznego dla a = 2

—~

~—

~—~
wnojwle
+

PNIISETNTES)
~—

~—
—~

—~
Q [x|wiro

+
ENISENIIS)
~—

Przyklad 1.20 Oblicz watosé wyrazenia algebraicznego dla b= 3

*

*

~—
—~

*

*

*

w oot
[SHI ] S [VV)

_|_
~lwolor
*

Wl w

~—
—~

[SSIES A (Sl (W)

*
[S3 ISl (Sl (WY

[SUlES o (13 [9V]
~—

~—

_|_
EISHISIE
*

Przyklad 1.21 Oblicz watosé wyrazenia algebraicznego dla ¢ =1

c,c c
3 5 2

(5% —5*z

)(

C C C C
S*E—5*¢)

C C C C
(§*§+5*3

)

C C C C
sxft+ti*5)
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1.3.3 Wyrazenie algebraiczne liniowe

Wyrazenie algebraicznym
a*xx+b

jest liniowe ze wzgledu na zmienna x, gdzie wspotczynniki wyrazenia liniowego
a i b maja ustalona wartosc.

Na przyktad

2xx+1, a =2, b=1
—5xx+4, a= —b, b=4
2 a3 2 po 3
3 7Ty “= 3 ~ 5
13 25 13, %
— % - —_ _
5 YT YT 1y 71
35 % & — 57, a=35 b=—57

Przyklad 1.22 Napisz wyrazenie algebraiczne liniowe o wspotczynnikach

(i) a=5 b=-25

3 2
.. 3 po 2
(i) a P 5
13 15
(7i1) a 15 b ~39
1.3.4 Rownanie liniowe
Rownanie liniowe
a*xr+b=0

lub kazde rownanie, ktore mozna sprowadzi¢ do tej postaci jest liniowe ze
wzgledu na niewiadoma x. Liczby a i b nazywamy wspotczynnikami rownania
liniowego.
Rozwiazaniem rownania liniowego z niewiadoma z jest kazda liczba, ktora
podstawiona w mniesce x, spelnia to rownanie.
Rozwiazanie rownania liniowego otrzymujemy postepujac wedtug schematu:
e przenosimy liczby na prawa strone zmieniajac ich znak na przeciwny,
e niewiadoma x zostawiamy na lewej stronie
e dzielimy lub mnozymy przez wspolczynnik a # 0, zeby otrzymac wspolczynnik
1 przy zmiennej z.

Przyklady rownan liniowych.
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2xx—4=0, T =2, 2%x2—4=0, a=2, b=-4
3%2+3=0, x=1 = -3%143=0 a=-3, b=3
3 3 29 3 2 3 2 3
— — = = —— — —_— — = _ — b:—
prrtg =0 r=—p oxlop)t5=0 a=g3 5

Przyklad 1.23 Rozwigz rownanie lintowe
20 —1=0, a=2,, b=-1.

Rozwiazanie.
Przenosimy liczbe —1 na prawq strone, zmieniajg znak na przeciwny

2w =1]:2

Dzielimy przez wspolczynnik a = 2, zZeby otrzyma x
W ten sposob znajlezlismy rozwigzanie

1
T3

Podstauwriajge do rownania x = —, sprawdzamy, Ze otrzymane rozwigzanie spelnia
2 ) )

to rownanie. 1

Mianowicie dla x = 57 mamy

1
217—1:25—1:1—1:0.

Widzimy, ze rozwigzanie x = 3 spetnia to rownanie.

Teraz podamy ogolny schemat rozwiazania rownania liniowego.

b
ar+b=0, a#0, ax=-b, x=—

)
a

Zadanie 1.1 Rozwigz rownanie
(1) 3x—12=0
(1i) 5x+20=10

3 bt
O o 4
(131) :E—|—8—
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1.3.5 Nierownosci

Zaznacz na osi liczbowej te wrtosci x ktore sawieksze od zera, nierownosc x > 0
ostra, zero nie jest wlaczona.

-3 -2 —1 0 1 2

Nierownsé ostra wartosci z > 0

Zaznacz na osi liczbowej te wrtosci xz, ktore sa mniejsze od zera, nierownosc
x < 0 ostra, zero nie jest wlaczona.

Nierownsé ostra wartosci z < 0

Zaznacz na osi liczbowej te wrtosci x, dla ktore lelza
pomiedzy liczba 1 i liczba 2, to znaczy 1 < x < 2 nierownosc 1 < x < 2 ostra,
11 2 nie sa wlaczone.

-3 -2 -1 0 1 2

Nierownsé ostra wartosci 1 < x < 2

Zaznacz na osi liczbowej te wartosci x, ktore leza pomiedzy liczba -2 i liczba
-1 lub liczba 1 i liczba 2, to znaczy —2 < x < —1 lub 1 < z < 2, nierownosci
stabe z wlaczeniem liczb —2,—1,1,2

) { ) {

-3 -2 —1 0 1 2

Nierownse staba —2 <z < —-1lubl1 <z <2

Zadanie 1.2 Rozwigz nierownosci
(1) 20—1>1
(1i) 4x —6 <10

Zaznacz na osi liczbowej te wartosci x dla ktorych nierownosé jest prawdziwa.
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Przyklad 1.24 Rozwigz nierownosci

3z—1)<2(x+1)

Zaznacz na osi liczbowej te wartosci x dla ktorych nierownosé jest prawdziwa.
Rozwiazanie
Wykonujemy mnozenia po lewej i po prawej stronie nierownosci

3r —3<2x+2

Zawsze, przenosimy zmienng x na lewg strone nierownosci ze znakiem przeci-
wnym, natomiast liczby przenosimy na prawq strone nierownosci tez ze znakiem
przeciuwnym

v —2r <243, x<5H

Na osi liczbowej zaznaczmy rozwigzanie x < 5 nierownosci.

Nierownsc ostra wartosct x < 5

Zadanie 1.3 Rozwigz nierownosci
(1) 3Bx—1)—22x+1) <4(zx—1)
(17) 3(x—2)+4(x+2) <2x+10

Zaznacz na osi liczbowej te wartosci x dla ktorych nierownosé jest prawdziwa.

1.4 Ulamki dziesietne

Utamki zwykle o mianownikach 10,100, 1000 na zywamy ulamkami dziesietnymi.
Utamki dziesigtne zapisujemy uzywajac przecinka zamiast kreski.

1—01 1—001 ! = 0,001
0 77100 777 1000 000
oraz 3 5
E = 0737 m> = 07057
35 735
000 = 0,035 000 = 0,735,
23 = 2.3 10 12 10, 12
0 77 100 7
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Mamy relacje odwrotne, utamki dziesietne zamieniamy na utamki zwykte

0,1 = ! 0,01 = 1
’ 10’ ’ 1007
0,001 = ! 0,3 = 5
’ 10007 7 10’
5 35
0.0 = 00" 0,035 = 000"
735 3
= 2 - -
0,735 1000° 77 3 10’
10,12 = 103.
100

Kazdy utamek zwyczajny mozemy zamieni¢ na utamek dziesietny.

Pierwszy prosty sposob zamiany ulamka zwyklego na dziesietny polega na za-
pisaniu tego utamka przy mienowniku, 10, 100, 1000, ... Ten sposob jest prosty
tylko dla wybranych utamkow.

Przykiad 1.25

1 1

Lox5 5 g,y
2 2% 5 10

3 3%25 75

E— == — .2
4 4x25 100 0-25
7T Tx2

T_Tw_ i,
5 5%x20 100

5  15%4 60
250 ~ 250%4 1000 VO

Drugi sposob zamiany utamkow zwyczajnych na dziesietne polega na dzieleniu
licznika przez mianownik.

1
Przyklad 1.26 Zajmien utamek 1 e utamek dziesietny.

Rozwiazanie. Dzielimy 1=1,00 przez 4. Zauwazamy, ze zera po przecinku
nie zmieniajq wartoscs 1
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1
Odpowiedz: 1= 0,25

Zadanie 1.4 Zamien utamek zwyczajny na dziesietny

W Ut W

7
50

253
250

Zadanie 1.5 Zamien utamek zwyczajny na dziesietny

2
15
23
45
37
150

(4)
(i)
(iid)

1.4.1 Procenty i promile

p% procent to utamk % o mianowniku 100.

Na przyktad

1
1% jeden procent to utamek 00 = 0.01 0 mianowniku 100.

2
25% to utamek % = 0.25 o mianowniku 100.
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100
100% to calosc 100 = 1.

Obliczamy p% procent z wartosci a

p% *a:%*a

jako utamek o liczniku p i o mianowniku 100 z a.

Przyktad 1.27 Oblicz 15% z wartosci a=60
15 15%60 15%6 90

1 = =2 460 = ~Z 9
5% %60 = 75560 = =75 10 10
Przyklad 1.28 Oblicz 25% z wartosci a=3000
2 925 %3000 75000
o * - — 750

2 = — =
5% * 3000 100 * 3000 100 100

Odwrotnie, majac p% * a procent wartosci a, obliczamy wartosc¢ a

Przyktad 1.29 30% procent wartosci a rowna sie 600. Oblicz wartosé a

Rozwiazanie.

30 600 600 100
30% % a = 600, -~ %a =600, a= g —
oxa " 700 ¢ 4T 30

= 2000

Zadanie 1.6 Oblicz 75% z wartosci a = 2000
Zadanie 1.7 Oblicz 15% z wartosci a = 4000
Odwrotnie, majac p% * a procent wartosci a, oblicz wartos¢ a podang nizej w

cwiczeniach

Zadanie 1.8 50% procent wartosci a rowna sie 800. Oblicz wartosé a
Zadanie 1.9 30% procent wartosci a rowna sie 5000. Oblicz wartosé a

Promile
Promile to utamki o mianowniku 1000.
p%% promili to utamk 1000 o mianowniku 1000.

Na przyktad
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1
1%% jeden procent to utamek 1000 = 0.001 o mianowniku 1000.

25
25%% to ulamek 1000 = 0.025 o mianowniku 1000.

1000

=1.
1000

1000% to calosc

Obliczamy p%% procent z wartosci a

p% * a a

~ 1000
jako utamek o mianowniku 1000 z a.

Przykiad 1.30 Oblicz 15%% 2z wartosci a=3000

15 15 % 3000
1 - = —— = 4
5%% = 3000 1000 * 3000 1000 )
Przyktad 1.31 Oblicz 25%% 2z wartosci a=3000
25 * 3000
2 = = - =
5%% = 3000 1000 * 3000 1000 75

Odwrotnie, majac p%% * a procent wartosci a, obliczamy wartosc¢ a

Przyklad 1.32 30%% procent wartosci a réwna sie 600. Oblicz wartosé a

Rozwiazanie.

600 600 % 1000
a=600, a= g = ;0

1000

30%% * a = 600, = 20000

30
— Xk
1000
Zadanie 1.10 Oblicz 75%% z wartosci a = 2000
Zadanie 1.11 Oblicz 15%% z wartosci a = 4000
Odwrotnie, majac p%% * a promili wartosci a, oblicz wartos¢ a podana nizej

w Cwiczeniach

Zadanie 1.12 50%% promili wartosci a réwna sie 800. Oblicz wartosé a

Zadanie 1.13 30%% promili wartosci a réwna sie 5000. Oblicz wartosé a
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1.4.2 Procent skladany
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia
e K - kapital poczatkowy
e K, - kapital po n latach
e p - stopa procentowa w skali roku
e n - ilos¢ lat oszczednosci

Po pierwszym roku oszcz¢dzania kapitalKy wzrosnie o p%

p p
K, = Ko+ Kog—— = Ko(1 4+ —
! T ol +100)

Po drugim roku oszcz¢dnosci kapital Ky wzrosnie o p%

p p P 2
Ky =K + Ki—— = K;(1 + —2-) = Kg(1 + —
2 BT i +100) ol +100)

Ogdlnie, stosujac zasade indukcji zupelnej, jezeli po n — 1 latach oszczedzania

kapitat wrosnie o p%

p n—1
K, | = Ko(1 + —
! ol +100)

to po n latach oszczedznia

p p
K,=K, 1 +K, 11— = Ky(l+—=—)"
1+ 1100 o(1+ 100)

W ten sposéb otrzymalismy wzér na konicowy kapitat po n latach oszczedzania

p
K, = Ko(1 + —)"
of +100)

Przyklad 1.1 Oblicz o ile wzro$nie kapitat 150000PLN po 10 latach, jezeli
stopa prcentowa p = 5%.

Rozwiaazanie. Stosujac wzér, obliczamy

5
K19 = 150000(1 + ﬁ)w = 150000 * 1.05" = 150000 * 1.62889 = 244334PLN

Odpowiedz: Kapitat 150000PLN wzrosnie przez 10 lat o 94334PLN, jezeli
stopa procentowa w stosunku rocznym wynosi p = 5%.

Sptata kredytu. Podobnie obliczamy procent skladany od kredytu.
Po pierwszym roku sptacania kapital Ky zmaleje o p%

p p
K, = Ky — Kog—— = Ky(1 — ——
! 7 0700 of 100)

Po drugim roku sptacania kapital K; zmaleje o p%

e K K p K p ¢ D 2
2 1 1100 1( 100) 0( )
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Ogodlnie, stosujac zasade indukcji zupelnej, jezeli po n — 1 latach splacania
kapital zmaleje do sumy

p n—1
K, , = Ky(1l—
! ol 100)

to po n latach splacania kapital zmaleje do sumy

p p
—=Ky(1——=—=)"
1700 ~ Kol = 1gg)
W ten sposob otrzymaliSmy wzdér na konicowy kapital po n latach splacania
kredytu.

Kn = Kn—l - Kn

p
K, = Ko(1 — —=)"

Przyklad 1.2 Oblicz o ile zmaleje kredyt od kapitatu ~ 150000PLN po 10
latach sptacania. i po 150 latach sptaconia, jezeli stopa precentowa p = 5%.

Rozwiaazanie. Stosujac wzér, obliczamy

5

Ko = 150000(1 _'166)10:: 150000 * 0.95' = 150000 * 0.598737 = 89810PLN
5

Kiso = 150000(1-—166)150:= 150000%0.95'° = 150000%0.0004555 = 68.33PLN

Odpowiedz: Po 10 latach kredyt zmaleje o 69189.5PLN. Natomiast po 150
latach kredyt zmaleje o 149931.67PLN.

Zadanie 1.14 Oblicz o ile zmaleje kredyt od kapitatu ~ 200000PLN po 10
latach sptacania. i po 180 latach sptaconia, jezeli stopa precentowa p = 5%.

1.5 Liczby rzeczywiste

Dotyczhczas poznalismy natepujace zbiory liczb:
Nieskonczony zbior liczb naturalnych, nieskonczony poniewaz liczb natural-
nych jest tak duzo ile chcemy.

N ={0,1,2,3,4,....n,.....}
Nieskonczony zbior liczb catkowitych
c=1{.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...,n,...}

Ktos by pomyslal , ze liczb catkowitych jest dwa razy wiecej niz liczb natural-
nych. Otoz nie, liczb catkowitych jest tyle samo co liczb naturalnych, to jest
ta sama nieskonczonosc.

Nieskonczony zbior liczb wymiernych, czyli zbior wszystkich mozliwych utamkow

Wz{gipﬂéC,q%@
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Liczb wymiernych jest rowniez tyle samo co liczb naturalnych, to jest ta sama
nieskonczonosc.

Pierwiastek kwadratowy.
Pierwiastkiem kwadratowym z liczby wymiernej nieujemej a > 0, nazywamy
liczbe b > 0 tez nie ujemng, takq, Ze

¥ =a

Wtedy piszemy
Va=5b

Na przyktad
dlaa=4, b=2, V4=2  bo 22=4,
dlaa=9, b=3, vV9=3, bo 3?=09,

4 2 1 2 2.,
dlaa—g, b—g 5—5, bO (—) = —.

Zior liczb rzeczywistych zawiera wszytkie liczby wymierne i jest istotnie
wiekszy od wszystkich zbiorow liczbowych, to znaczy, ze liczb rzeczywistych
jest wiecej niz nieskonczonose. !

Poznajmy, liczby rzeczywiste, ktore nie sa liczbami naturalnymi, ani liczbami
catkowitymi, ani liczbami wymiernymi. Taka liczba rzeczywista jest pier-
wiastek kwadratowy z liczby 2.

Rzeczywiscie, jezeli liczba /2 bylaby wymierna, to istnialyby liczby calkowite
p e Ciqe C takie ze

\/ﬁzg, g #0.

gdzie utamek L jest nieskracalny, to znaczy liczby p i ¢ nie maja wsponego

dzielnika. Zatem, mamy

q ¢

7 rownosci 2 * ¢> = p* wynika, ze liczba p? jest podzielna przez 2. To znaczy,
ze liczba p tez jest podzielna przez 2. Wtedy p = 2xk dla pewnego calkowitego
keC.

Zatem, mamy

20 = (2k)? =4k, > =2k

Teraz q* = 2 k? jest liczba parzysta i podzielna przez 2. To znaczy, ze utamek
b jest skracalny. To przeczy istnieniu liczb catkowitych p, ¢q. Dlatego liczba

1Dowod tego twierdzenia poznacie studiujac teorie liczb.
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V/2 jest niewymierna, natomiast jest liczba rzeczywista.
Zbiér liczb rzeczywistych oznaczamu litera R. Zbior liczb rzeczywistych jest
rozszerzeniem zbioru liczb wymiernych o liczby, niewymierne takie jak 7, v/2, V3, ...;
Zatem zachodzi nastepujaca relacja: W C R. W istocie, liczb rzeczywistych
niewymiernych jest "duzo’? wiecej niz liczb wymiernych. Zbiér liczb rzeczy-
wistych jest zamkniety ze wzgledu na cztery operacje arytmetyczne. Liczby
rzeczywiste podaobnie jak liczby naturalne, catkowite i wymierne interpretu-
jemy jako punkty na osi liczbowej. Dokladniej, liczba x oznacza odleglosé
punktu x na od punktu oznaczonego przez zero.

-3 —2 —1 0 1 _2 ‘3 T

— -3 V2 ™

Os liczbowa. Liczby rzeczywiste

1.5.1 Wartos¢ bezwzglena

Wartos¢ bezwzgledna liczby to odlegtosé punktu x od poczadku uktadu oznac-
zonego przez 0. Zatem, wartos¢ bezwzgledna liczby x jest zawsze nieujemna.

Definition 1.1 Wartosé bezwzgledng liczby x okreslamy jak nastepuje:

z, gdy x>0,
x| =

—r gdy <0

Na przyktad |5| =5 bo 5 > 0, réwniez | — 5| = —(=5) =5, gdy x = =5 < 0.
Roéwniez wartos¢ bezwzgledna liczby x jest dana wzorem

|z| = Va2

Zauwazmy, ze /4 = 2, nigdy —2.

2Doéd, Teoria Liczb, W. Sierpinski
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y = |z

—2 —1 0 1 2
Wykres wartosci bezwzlednej y = ||

Odcinek na osi liczbowej. Z definicji wartosci bezwzglenej liczby x, wynika
nieréwnosé

|z] <a, wtedyitylkowtedy gdy —a<z<a, a2>0.
Rzeczywiscie, zauwazamy, ze
|z <a, gdy z<a i —x<a, toznaczy —a<uz<a.

Na osi liczbowej zaznaczmy zbiér liczb x, ktére spethniaja —a <z < a

—a 0 a
Odcinek na osi liczbowej |z| < a.

Podobnie, odcinek [a, b] o poczatku w punkcie a i koricu w punkcie b, to jest
zbior punktow x lezacych pomiedzy punktami a i b zapisujemy jak nastepuje:

la,b)] ={xr € R: a <x <}

Diugosé odcinka [a,b], to jest odleglo$¢ punktu a od punktu b, réwna si¢
wartosci bezwzglednej réznicy |b — al.

Przyklad 1.3 RozwigZ réownanie
|2x — 3| = 5.
Zaznacz rozwigzanie na 0si liczbowey.
Rozwiazanie. Z defincji wartosci bezwzglednej
20 —3=5, gdy 2x—3>0, to x=4,
|2z — 3| =
—(2x—-3)=5 gdy —2x+3<0, to x= -1,

Rozwiazanie x=-1 lub z = 4 podane jest nizej na osi liczbowej.
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r=-—1 0 r=4
Rozwiazanie x = —1 lub z = 4.

Przyklad 1.4 RozwigZ nierownsé

|z — 3| < 2.
Rozwiazanie. Z definicji wartosci bezwzlenej nierownosé

|z — 3| < 2.
jest réwnowazna z podwdjna nieréwnoscia

—2<zx—-3<2, lub 1<x<5.
Odpowiedz: 1 < x < 5.
Przyklad 1.5 Podaj zbior punktow, ktore spelniajg nierownosé
lz —1|+|z+ 1 < 1L
Zaznacz ten zbior na osi liczbowey.
Rozwiazanie. 7 definicji wartosci bezwzlenej znajdujemy
l.dla z—-1<0, |Jz—1l=—-(z—-1)=1-2, |z+1l=—(z+1)=—-1—-x

le—1|+jz+1=1-2—-1—2=—-22x<1,

gdy 932—%,
2.dla —-1<z<1, j[z—1=(—-1)=2—-1, |[z+1=—(x+1)=-1—12z
le—1|+jz+1=2—-1-1—2=-2<1,
gdy —1<z<1
3.dla z+1>0, |Jz—1=2-1, |[z+1]=2+1

le—1+|z+1=(@-1)+(x+1)=22<1,

gdy z <

Y

N —

Odpowiedz: Nierownos¢ jest spetniona dla —1 < z < 1. To znaczy dla wszys-
tkich x takich, ze |z| < 1.

Réwniez zauwazmy, ze odleglosé¢ punktu = € [—1,1] od punktu —1 plus od-
legtosé¢ tego punktu x € [—1,1] od 1 réwna si¢ 1. Zatem nier6wnosé jest
speliona réwniez dla x = —1 lub x = 1, wtedy zachodzi znak réwnosci.
Zaznaczmy to rozwiazanie na rysunku.
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| |z — 1] [z +1]

Py Py Py

-1 0 = 1
Rownanie |z — 1]+ |z + 1] = 1.

Zadanie 1.15 Rozwiqgz rownanie

|3x — 5| = 4.
Zaznacz rozwigzanie na osi liczbowey.
Zadanie 1.16 Rozwiqgz rownanie

|2x — 3| = 5.
Zaznacz rozwigzanie na o0si liczbowey.
Zadanie 1.17 Rozwigz nierownosc

|z — 5| < 2.
Zaznacz rozwigzanie na osi liczbowey.
Zadanie 1.18 Podaj zbior punktow, ktore spelniajg nierownosé

lz| + |z — 2| < 2.

Zaznacz ten zbior na osi liczbowey

1.5.2 Wyrazenia algebraiczne w zbiorze liczb rzeczywistych

Wyrazenia arytmetyczne i algebraiczne w zbiorze liczb rzeczywistych budowane
sa na tych samych zasadach jak w liczbach wymiernych. Mianowicie, przy-
pomijmy okreslenie wyrazenia arytmetycznego i algebraicznego

Definition 1.2 Wyrazeniem arytmetycznym nazywamy liczby potgczone oper-
acjami arytmetycznymi +, —, *, /, potegowaniem o wyktadnikach wymiernych
1 nawiasami wyznaczajeeymi kolenosé wykonywania tych dziatan.

W poprzednim paragrafie podalismy przyklady obliczen wyrazen arytmety-
cznych. Nizej podajemy kilka wyrazen arytmetycznych w liczbach rzeczy-
wistych

2 1 35 33*35+ 1—4*273
5#3+4%x8—15, = +25, 3+\f’ (5)
3 1+v287 932+ ()~ 37

Definicja wyrazen algebraicznych rézni sie od definicji wyrazeé¢ arytmetycznych
tym ze wyrazenia te zawieraja tez zmienne oznaczone literami.
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Definition 1.3 Wyrazeniem algebraicznym nazywamy liczby lub litery potgczone
operacjami arytmetycznymi +, —, x, /, potegowaniem o wyktadnikach wymiernych
1 nawiasami wyznaczajecymi kolenosé wykonywania tych dziatan.

W poprzednim paragrafie podalismy przyklady obliczen wyrazen arytmety-
cznych. Nizej dla przyktadu napiszmy kilka wyrazen arytmetycznych

saxb+cVs B xaxb+ (3)71x27

2a 2
5a *3b+ 4% 8 — 15x, — + 23D
ax*3b+4x8c T3 T 230xc, 20+ yv/23 T 9B+ (3)tx3Baxy 2]

Jezeli w wyrazeniach algebraicznych podstawimy liczby za zmienne, wtedy
otrzymujemy wyrazenie arytmetyczne. W powyzszych przyktadach, jezeli za
zmienne podstawimy wartosci a = 1,=1, c =1, 2 =1, y =1, 2z =1 to
otrzymamy wyrazenia arytmetyczne.

Przyklad 1.6 Uprosé wyrazenie

a’> —a

— 1 > 1.
p— (a+1), a

Rozwiazanie. Wykonujac dziatania arytmetyczne, obliczmy

a’®—a (@ =a)—(a—1)(a+1)
a—l_(a+1) B a—1
_ (@ —a)—[a(a+1) —1(a+1)]
a—1
_ad*—a-[a*+a—a—1]
B a—1
a?—a—a’+1]
B a—1

1—a_ 1—a_

= — = —1.
a—1 l1—a

W nastepnym pragrafie podajemy wzory uproszczonego mnozenia, ktére sa
wyrazeniami algebraicznymi szczegoénej postaci.

1.5.3 Ciag arytmetyczne i szereg arytmetyczny.
Wyrazenia postaci
ag, ap + 1,00+ 2r, ag+ 3r,...,a0 +n 1] n=0,1,2.;

nazywamy ciagiem arytmetcznym, gdzie ag € R jest pierwszym wyrazem ciagu
ir € R jest réznica ciagu.
Zatem wyraz ogolny ciagu a, mozna zapisa¢ wzorem

an =agp+nr, n=0,1,2.;
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Réznica pomiedzy kolejnymi wyrazami ciagu wynosi
ny1 —ap=a+n+1)r—(a+nr)y=r, n=0,1,2 ..;
Na przytad, ciag kolejnych liczb naturalnych
0,1,2,..;

jest ciagiem arytmetycznym o wyrazie pierwszym ag = 0, réznicy r = 11 o
wyrazie ogolnym a, = n.
Srednia Arytmetyczna. Zauwazmy, ze wyraz ciagu arytmetycznego
an—1 + An+1

2
jest srednia arytmetyczna wyrazu poprzedniego i nastepnego.
Rzeczywiscie, obliczamy

an1+an1 (a4 (n—1)r) +(a+ (n+1)r)  2a9+ 2nr

2 B 2 B 2

Roéwniez sumy dwoch wyrazéw odlegltych o liczbe k od ag i o liczbe k od a,

Qp =

:an

ap+ an = ar + ap—g
sa rowna dla kazdego k = 0,1,2,...n;
Mianowicie, sprawdzamy, ze dla kazdego k = 0,1, 2, ...,n, may

ag + ap = ap + kr+ag+ (n — k)r = ap + ag + nr = ag + an.
—_— —, —_———

ag, Ak an
Przyklad 1.7 Sprawdz czy nastepujgcy ciqg jest artmetyczny
~3n+1
=
(i) an=1+n* n=0,1,2,..,:

(i) an n=01,2,..;

Rozwiazanie (i). Sprawdzamy czy réznica r kolejnych wyrazéw ciagu jest
stala, to znaczy jest niezalezna od n
3n+1)+1 3n+1 3n+1

3 3 3 3 3
—_— —

An+1 an

1 3n+1_1

"= apy1—0ap =

Odpowiedz: Ciag jest arytmetyczny, gdyz réznica pomiedzy kolejnymi wyrazami

ciagu jest stata r = — i nie zalezy od n = 0,1,2, ...;

Rozwiazanie (ii). Sprawdzamy czy réznica kolejnych wyrazéw ciagu jest

stala, to znaczy niezalezy od n

r=apy1—ap=1+n+1*=1+n>)=1+n*+2n+1—(1+n?) =1+2n,
—_— ~—

an+1 an

= =0,1,2,..;
37 n ) Ty S

Y
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Odpowiedz: Widzimy, ze ciag (i7) nie jest ciagiem arytmetyczny, gdyz réznica
pomiedzy kolejnymi wyrazami ciagu r = 2n+1dlan = 0,1, 2, ...; zalezy od n.

Zadanie 1.19 SprawdZ czy nastepujgcy ciqg jest artmetyczny
_8n+1
==
(i) ap,=14+2", n=0,1,2,..,:

(i) an n=01,2,..;

Postep Arytmetyczny. Postepem arytmetycznym nazywamy sume wyrazow
ciagu arytmetycznego
ap +ai+az+---+a

lub
ap + (ao + 1) + (ap + 2r) + - -+ + (ag + nr),

W sigma notacji zapisujemy szereg arytmetyczny jako nastepujaca sume:
doak=ag+ a1 +az+ -+ ap,
k=0

lub

> (ao+ kr) = ao + (a0 + 1) + (ao + 2r) + - -+ + (ag + nr).
k=0

Latwo wyprowadzi¢ wzér na sume n wyrazow ciagu arytmetycznego.
Mianowicie, oznaczmy sume przez

Sp=ag+ar +ay+ -+ an_1+ ay.
Napiszmy ta sume w odwrotnej kolejnosci dodawania wyrazéw

Sp=0n+ ap_1+---F+as+a+ap
Dodajac stronami, otrzymamy

25, = (ag+ay)+ (a1 + an_1) + (a2 + ano) + -+ (an_1 + a1) + (a, + aop)

Poniewaz, wyrazy postepu arytmetycznego spetniaja réwnosé
ag+ap =01+ ap—1 = Qa2+ an_o2 =---=a, + ag
dlatego, suma wyrazow ciagu arytmetycznego
2S5, = (n+1)(ap + an)
lub

_n—l—l
2

Sh (2a9 + nr).
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Przyklad 1.8 Oblicz sume postepu arytmetycznego
1+2+3+--+n.

Rozwiazanie. Zauwazmy, ze w tym postepie arytmetycznym pierwszy wyraz
ap = 01 rdznica r = 1.
Stosujac powyzszy wzoér, znajdujemy sume
(n+1) (n+1)n
2 2 '
Zadanie 1.20 Oblicz sume n wyrazow postepu arytmetycznego o wyrazie ogolnym

_3n—|—5
=5

Sn = (2&0 + 717’) =

an n=0,1,2..;

1.5.4 Ciagi geometryczne i postepy geometryczne.
Wyrazenie postaci
a0>a0q>a0q2> a0q3>"'>a0qn n:0>1>2>"';

nazywamy ciagiem geometrycznym, gdzie ag € R jest pierwszym wyrazem
ciagu i g € R jest ilorazem ciagu.
Zatem wyraz ogolny ciagu geometrycznego zapisujemy wzorem

an, = apq"”, n=20,1,2,..;

Zaktadamy nie trywialny przypadek gdy ag # 0, ¢ # 0.
[loraz dwdch kolejnymi wyrazéw ciagu

An+1
Qp

=q, n=0,1,2.;

Na przyktad, ciag liczb
1,2,22,23. ;2"

o wyrazie pierwszym ag = 1, ilorazie ¢ = 2 i o wyrazie ogélnym a,, = 2" jest
ciagiem geometrycznym. Zauwamy, e gdy iloraz ¢ = 0 to cig geometryczny
jest o wyrazie oglnym staym a, = ao dla kadego nl,2,...;

Srednia Geometryczna. Zauwazmy, ze wartos¢ bezwzgledna wyrazu ciagu
geometryczngo jest srednia geometryczna wyrazu poprzedniego i nastepnego

|an| =\ 0p—10an+1
Rzeczywiscie, obliczamy
U1 % 1 = a " xax g =a® x g = ai.

Skad wynika srednia geometryczna

|an| = \/Qn-1 * An41
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Roéwniez iloczyny dwoch wyrazéw odlegltych o liczbe k od aq i liczbe k od a,
Qg * Ap = Qf * Ap—k

sa réwna dla kazdego k£ = 0,1, 2, ...n;
Mianowicie, sprawdzamy, ze dla kazdego £k =0,1,2,...,n

k n—k n
Qg * Qp_p = Qg * ¢" x ag * q = ap(apq™) = ap * ay,.

ag An—k

Przyklad 1.9 Sprawdz czy nastepujocy cigg o danym wyrazie ogolnym jest
geometryczny
37’L
(1) an = o n=20,1,2,..;

(i) an=n? n=12,..,:

Rozwiazanie (i). Sprawdzamy czy iloraz ¢ kolejnych wyrazéw ciagu jest
staly, to znaczy jest niezalezny od n

Qg1 _ (3n+1 . 3n B 3n+1 % QM 3

w ge) ) Tomr g == n=0 L2

Odpowiedz: Ciag jest geometryczny, gdyz iloraz kolejnych wyrazéw ciagu jets
staty i nie zalezy od n, ¢ = 3 dlan=0,1,2,..;

Rozwiazanie (ii). Sprawdzamy czy iloraz ¢ kolejnych wyrazéw ciagu jest
staly, to znaczy jest niezalezny od n

1)2 242 1 2 1
(n+2) :n+;1+ 20t e
n n

e

an, n n
Odpowiedz: Ciag nie jest geometryczny, gdyz iloraz kolejnych wyrazéw ciagu
2
¢g=1+—-+ = dlan=1,2 . zalezy od n.
n o n

Zadanie 1.21 SprawdZ czy nastepujgcy ciqg jest geometryczny.

NP
(1) et

(i1) /n, ... n=12,..;

Zadanie 1.22 Podaj pierwszy wyraz, n-ty wyraz i oblicz iloraz ciggu geome-
trycznego

n=0,1,2.;

L 13 3 3
(Z) =y Ey T ot
55 55
(1) V2, 2,2v/2,4, 4V/2....:



