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Chapter 1

Liczby pierwsze. Algorytm
Euklidesa

1.1 Wstȩp

Rozdzia l ten jest opracowany dla rozszerzonego programu matematyki w
Szkole Podstawowej Heliantus i dotyczy arytmetyki liczb naturalnych i w lasnṡci
liczb pierwszych.
Nieskoṅczony zbiȯr liczb pierwszych jest bardzo orginalny i ważny w teorii
liczb i w zastosowaniach matematyki i informatyki.
Jednym z najważniejszych zastosowaṅ jest rozk lad dowolnej] liczby naturalnej
na czynniki liczb pierwszych. Rozk lad liczb na czynniki pierwsze podajemy w
formie fundamentalnego twierdzenia arytmetyki.
Bezpoṡrednia̧ konsekwencja̧ rozk ladu liczb naturalnych na czynniki pierwsze
jest wyznaczanie najwiȩkszego wspȯlnego dzielnika i najmniejszej wspȯlnej
wielokrotnej dwȯch liczb naturalnych. Opis yznaczania najmniejszego wspȯlnego
dzielnika przez rozk lad na czynniki i Algorytm Euklidesa wsparty jest licznymi
przyk ladami.

1.2 Liczby pierwsze

Opis liczb pierwszych należy zacza̧ċ od definicji

Definition 1.1 Liczbȩ naturalna̧ p > 1 nazywamy liczba̧ pierwsza̧, jeżeli ma
dok ladnie dwa dzielniki, to jest liczbȩ 1 i sama̧ siebie p. To znaczy ze liczby
pierwsze dziela̧ siȩ tylko przez liczbȩ 1 i przez siebie sama̧. Każda inna liczba
nazywa siȩ liczba̧ z lożona̧.

Zauważmy, że liczba natyralna p = 1 nie jest liczba̧ pierwsza̧, gdyż ma tylko
jeden dzielnik sama̧ siebie i nie jest wieksza od 1. Liczba 0 rȯwnież nie jest
pierwsza bo jest mniejsza od 1 i ma wiȩcej dzielnikȯw niż dwa, gdyż podzielona
przez dowolna̧ liczbȩ naturalna̧ daje wynik 0. Wymieṅmy kilka kolejnych liczb
pierwszych
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2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 51, 53, 57...;

Z defincji wynika w sposȯb oczywisty, że liczba p = 2 jest jedyna̧ liczba̧ pier-
wsza̧ parzysta̧.
Zbiȯr liczb pierwszych nie jest zamkniȩty na operacjȩ arytmetyczne. Wystar-
czy podaċ kontr-przyk lad.

Przyk lad 1.1 Mianowicie liczby n = 7 i m = 3 sa̧ pierwsze jednak ich suma
n + m = 7 + 3 = 10 nie jest liczba̧ pierwsza̧ i rȯżnica 7 − 3 = 4 też nie jest
liczba̧ pierwsza̧. Podobnie iloczyn tych liczb n ∗ m = 7 ∗ 3 = 21 nie jest liczba̧
pierwsza̧.

Jedna z najważniejszych w lasnoṡci liczb pierwszych opisana jest w nastȩpuja̧cym
twierdzeniu:

Twierdzenie 1.1 Fundamentalne Twierdzenie Arytmetyki. Każda̧ liczbȩ
naturalna̧ można przedstawiċ jako iloczyn liczb pierwszych. Taki rozk lad jest
jedyny.
Inaczej, jeżeli n jest liczba̧ naturalna̧ to istnieja̧ liczby pierwsze

p1, p2, p3 · · · , pk

takie, że

n = p1 ∗ p2 ∗ p3 ∗ · · · ∗ pk

1.3 Sposȯb rozk ladu liczb na czynniki pierwsze

Z fundamentalnego twierdzenia arytmetyki wiemy, że każda liczba naturalna
dodatnia ma postaċ iloczynu liczb pierwszych. Inaczej,każda liczba naturalna
dodatnia p > 1 rozk lada siȩ na iloczyn liczb pierwszych. Co wiȩcej taki rozk lad
jest jedyny. To znaczy, ze nie ma innego rozk ladu tej liczby naturalnej.
Sposȯb rozk ladu liczby naturalnej m na czynniki pierwsze jest prosty. Mi-
anowicie, dzielimy liczbȩ m przez kolejne liczby pierwsze. Wtedy liczba m
rȯwna siȩ iloczynowi dzielnikȯw.

Przyk lad 1.2 Roz lȯż liczbȩ m = 1638 na czynniki pierwsze.

Pos lȯżymy siȩ schematem
1638 | 2
819 | 3
273 | 3
91 | 7
13 | 13
1
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Liczba 1638 rozk lada siȩ na czynniki 2, 3, 3, 7, 13
To znaczy

1638 = 2 ∗ 3 ∗ 3 ∗ 7 ∗ 13

Przyk lad 1.3 Roz lȯż liczbȩ m=5040 na czynniki pierwsze. Pos lȯżymy siȩ
schematem

5040 | 2
2520 | 2
1260 | 2
630 | 2
315 | 3
105 | 5
21 | 3
7 | 7
1 |

Liczba m = 5040 rozk lada siȩ na czynniki 2, 2, 2, 2, 3, 5, 3, 7, To znaczy

5040 = 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 5 ∗ 3 ∗ 7.

Zauważzmy, że siedem silnia rȯwna siȩ

7! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 = 5040

W tym rozk ladzie mamy liczby z lożone

4 = 2 ∗ 2 i 6 = 2 ∗ 3

.

1.4 Najwiȩkszy wspȯlny dzielnik

Pojȩcie najwiȩkszego wspȯlnego dzielnika wyjaṡnimy na przyk ladach.

Przyk lad 1.4 Wspȯlnym dzielnikiem liczb 21 i 57 jest liczba 3, ponieważ
liczba 3 dzieli liczbȩ 21 i dzieli liczbȩ 57. Poza tym te liczby nie maja̧ innych
wspȯlnych dzielnikȯw.

21 : 3 = 7 i 57 : 3 = 19 lub 21/3 = 7

Jasne, że liczby 21 i 57 rozk ladaja̧ siȩ na czynniki

21 = 3 ∗ 7 i 57 = 3 ∗ 19,

Zauważamy, że liczba 3 jest dzielnikiem liczby 21 i jednoczesnie jest dziel-
nikiem liczby 57.
To znaczy ze liczba 3 jest wpȯlnym dzielnikiem liczby 21 i liczby 57. Za-
uważamy rȯwnież, że te dwie liczby nie maja̧ innych wpȯlnych dzielnikȯw.
Dlatego liczba 3 jest najwiekszym wspȯlnym dzielnikiem liczby 21 i liczby 57.
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Przyk lad 1.5 Znajdż najwiȩkszy wspȯlny dzielnik liczb 42 i 78.

Rozk ladamy obie liczby na czynniki pierwsze

42 | 2, 78 | 2
21 | 3, 39 | 3
7 | 7, 13 | 13
1 | 1 |

Zauważamy, że te liczby

42 = 2 ∗ 3 ∗ 7 i 78 = 2 ∗ 3 ∗ 13

maja̧ dwa wspȯlne dzielniki 2 i 3. Dlatego najwiȩkszym wspȯlnym dzielnikiem
liczb 42 i 78 jest liczba 2 ∗ 3 = 6.
Dzielnik 7 liczby 42 nie dzieli liczby 78 oraz dzielnik 13 liczby 78 nie dzieli
liczby 42.
Z powyższych przyk ladȯw widzimy, że najwiekszy wspȯlny dzielnik dwȯch liczb
naturalnych możemy wyznaczyċ rozk ladaja̧c te liczby na czynniki pierwsze a
nastȩpnie wybieramy ich wspȯlne dzielniki. Wtedy za najwiȩkszy wspȯlny
dzielnik jest rȯwny iloczynowi ich wspȯlnych dzielnikȯw.
Rozpatrzy jeszcze jeden przyk lad wyznaczania najwiȩkszego wspȯlnego dziel-
nika przez rozk lad liczb na czynniki pierwsze

Przyk lad 1.6 Znajdż najwiȩkszy wspȯlny dzielnik liczby 210 i liczby 231

210 | 2, 231 | 3
105 | 3, 77 | 7
35 | 7, 11 | 11
5 | 5 1 |
1 |

Zauważamy, że te liczby

210 = 2 ∗ 3 ∗ 7 ∗ 5 i 231 = 3 ∗ 7 ∗ 11

maja̧ dwa wspȯlne dzielniki 3 i 7. Dlatego najwiekszym wspȯlnym dzielnikiem
liczb 210 i 231 jest iloczyn 3 ∗ 7 = 21. Sprawdzamy, że

210 : 21 = 10 oraz 231 : 21 = 7.

Dlatego najwiȩkszym wspȯlnym dzielnikiem liczb 210 i 231 jest iloczyn 3∗7 =
21.
Dzielniki 2, 5 liczby 210 nie dziela̧ liczby 231 oraz dzielnik 11 liczby 231 nie
dzieli liczby 210.
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1.5 Algorytm Euklidesa (325-265 B.C.)

Opȯcz sposobu znajdowania najwiȩkszego wspȯlnego dzielnika przez rozk lad
liczb na czynniki pierwsze, istnieja̧ inne metody. Najbardziej efektywnym
sposobem wyznaczania najwiȩkszego wspȯlnego dzielnika jest Algorytm Eu-
klidesa. Już w starożytnych czasach w Egipcie, Euklides grecki nauczyciel i
dziekan wydzialu nauk przyrodniczych na Uniwersytecie w Aleksandrii poda l
algorytm na znajdowanie najwiȩkszego wspȯlnego dzielnika dwȯch liczb natu-
ralnych. Niżej podajemy opis algorytmu Euklidesa.

Zacznijmy opis algorytmu Euklidesa od przyk ladȯw.

Przyk lad 1.7 Znajdż najwiȩkszy wspȯlny dzielnik liczb a = 78 i b = 42 sto-
suja̧c Algorytm Euklidesa.

W liczbie a = 78 liczba b = 42 miejṡci siȩ raz i zostaje reszta 36.
Dalej wykonujemy dzielenia wed lug schematu

a = 78, b = 42 | reszta
−−−−−−− −−−

78

42
= 1 +

36

78
| 36

42

36
= 1 +

6

36
| 6

36

6
= 6 | 0

Najwiȩkszym wspȯlnym dzielnikiem liczb 78 i 42 jest ostatnia reszta 6 rȯżna
od zera.
Ostatnia reszta 6 rȯżna od zera jest rownież najwiȩkszym dzielnikiem reszty
36 i liczby 42.
Rozpatrzymy nastȩpny przyk lad zastosowania Algorytmu Euklidesa.

Przyk lad 1.8 Znajdź najwiȩkszy wspȯlny dzielnik liczb a = 1995 i b = 1190

a = 1995, b = 1190 | reszta
−−−−−−− −−−
1995

1190
= 1 +

805

1190
| 805

1190

805
= 1 +

6

385
| 385

805

385
= 2 +

35

385
| 35

385

35
= 11 | 0
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Najwiȩkszym wspȯlnym dzielnikiem liczb 1995 i 1190 jest ostatnia reszta 35
rȯżna od zera.
Zauważmy, że reszata 35 jest rownież dzielnikiem reszt 805 i 385 z poprzedniego
dzielenia.
Teraz podamy ogȯlny schemat Algorytmu Euklidesa.
Niech r0 i r1 bȩda̧ dwoma liczbami naturalnymi dla ktȯrych chcemy znaleźć
najwiȩkszy wspȯlny dzielnik.
Zak ladamy, że r0 > r1 > 0.

Zadanie 1.1 Znajdź najwiȩkszy wspȯlny dzielnik liczb r0 i r1.

Zauważamy, że jeżeli liczba d jest dzielnikiem liczb r0 i r1 to rownież jest
dzielnikiem ich sumy r0 + r1 i rȯżnicy r0 − r1.
Wykonuja̧c dzielenie

r0

r1
= k0 +

r2

r1

obliczamy resztȩ
r2 = r0 − k0 ∗ r1.

Tutaj k0 jest ca lościa̧ z dzielenia liczby naturalnej liczb r0/r − 1.
Teraz staje siȩ jasne, że jeżeli liczba d jest wspȯlnym dzielnikiem liczb r0 i r1

to jest rȯwnież dzielnikiem reszt r2.

Kolejne reszty z dzielenia obliczamy wed lug schematu tak d lugo aż kolejna
obliczona reszta rm = 0.

a = r0, b = r1 | reszta
−−−−−−− −−−

r0

r1
= k0 +

r2

r1
| r2 = r0 − k0 ∗ r1

r1

r2

= k1 +
r3

r2

| r3 = r1 − k1 ∗ r2

r2

r3
= k2 +

r4

r3
| r4 = r2 − k2 ∗ r3

· · · · · · · · ·

rm−2

rm−3
= km−2 +

rm

rm−1
| rm = rm−2 − km−2 ∗ rm−1

rm−1

rm

= km−1 | rm+1 = 0

Cia̧g reszt r0 > r1 > r2 · · · > rm−1 > rm jest maleja̧cy. Ostatnia reszta
z dzielenia rm rȯżna od zera jest najwiȩkszym wspȯlnym dzielnikiem liczb
naturalnych a = r0 i b = r1. Zauważmy, że najwiȩkszy wspȯlny dzielnik
rm liczb r0 i r1 jest rȯwnież najwiȩkszym wspȯlnym dzielnikiem wszystkich
poprzednich reszt rm−1, rm−2, · · · , r2, r1, r0

Przyk lad 1.9 Znajdź najwiȩkszy wspȯlny dzielnik liczb 975 i 690
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Rozwia̧zanie.
Stosujemy wyżej opisany algorytm Euklidesa obliczajmy kolejne reszty

a = r0 = 975, b = r1 = 690 | reszta
−−−−−−−−−− −−−−−−−−−

975

690
= 1 +

285

690
| r2 = 975 − 1 ∗ 690 = 285

690

285
= 2 +

120

285
| r3 = 690 − 2 ∗ 285 = 120

285

120
= 2 +

45

120
| r4 = 285 − 2 ∗ 120 = 45

120

45
= 2 +

30

45
| r5 = 120 − 2 ∗ 45 = 30

45

30
= 1 +

15

30
| r6 = 45 − 1 ∗ 30 = 15

30

15
= 2 | r7 = 0

Cia̧g reszt

975 > 690 > 285 > 120 > 45 > 30 > 15

jest maleja̧cy.
Ostatnia reszta z dzielenia r6 = 15 rȯżna od zera jest najwiȩkszym wspȯlnym
dzielnikiem liczb naturalnych a = r0 = 975 i b = r1 = 690. Zauważmy, że
najwiȩkszy wspȯlny dzielnik r6 = 15 liczb r0 = 975 i r1 = 690 jest rȯwnież
najwiȩkszym wspȯlnym dzielnikiem wszystkich poprzednich reszt

r2 = 285, r3 = 120, r4 = 45, r5 = 30, r6 = 15

1.6 Najmniejsza wspȯlna wielokrotna

Wspȯlna̧ wielokrotna̧ dwȯch liczb naturalnych jest trzecia liczba naturalna,
ktȯra jest podzielna przez obie te liczby.

Przyk lad 1.1 Dla liczb 5 i 7 wspȯlna̧ wielkrotna̧ jest ich iloczyn 5 ∗ 7 = 35.
Liczba 35 jest najmniejsza wspȯlna wielokrotna liczb 5 i 7. Inna̧ wspȯlna̧
wielokrotna̧ liczb 5 i 7 jest liczba 70, ponieważ 70 : 5 = 24 i 70 : 7 = 10.
Jednak 70 nie jest najmniesza̧ wspȯlna̧ wielokrotna̧ liczb 5 i 7.

Sposȯb znajdowania najmniejszej wspȯlnej wielokrotnej oparty jest na rozk ladzie
liczb na czynniki pierwsze. Wyjaṡniamy to na przyk ladach

Przyk lad 1.2 Znajdz najmniejsza̧ wspȯlna̧ wielokrotna̧ liczb 120 i 210
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Rozk ladamy liczby 120 i 210 na czynniki pierwsze wed lug schematu

120| 2, 210| 2
60| 2, 105| 3
30| 2, 35| 5
15| 3, 7| 7
5| 5 1|

51| |

Wybieramy wspȯlne czynniki w rozk ladzie obu liczb : 2, 3 i 5. Nastȩpnie do
iloczynu 2 ∗ 3 ∗ 5 dopisujemy czynniki, ktȯre nie sa̧ wspȯlne, to znaczy nie
powtarzaja̧ siȩ. To sa̧ czynniki 4 i 7.
Najmniejsza̧ wspȯlna̧ wielokrotna̧ jest iloczyn tych czynnikȯw

2 ∗ 3 ∗ 5 ∗ 4 ∗ 7 = 1540

Przyk lad 1.3 Znajdz najmniejsza̧ wspȯlna̧ wielokrotna̧ liczb 910 i 1155
Rozk ladamy liczby 910 i 1190 na czynniki pierwsze wed lug schematu

910| 2, 1155| 3
455| 5, 385| 5
91| 7, 77| 7
13| 13, 11| 11
1| 1|

Wybieramy wspȯlne czynniki w rozk ladzie obu liczb : 5 i 7. Nastȩpnie do
iloczynu 5 ∗ 7 dopisujemy czynniki, ktȯre siȩ nie sa̧ wspȯlne, to znaczy nie
powtarzaja̧ siȩ. To sa̧ czynniki 2, 3, 11, 13.
Najmniejsza̧ wspȯlna̧ wielokrotna̧ jest iloczyn tych czynnikȯw

5 ∗ 7 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 11 ∗ 13 = 30030

1.7 Ċwiczenia

Zadanie 1.2 Roz lȯż na czynniki pierwsze liczby

(i) a = 184

(ii) b = 6006

Zadanie 1.3 Podaj resztȩ z dzielenia liczby a przez liczbȩ b

(i) a = 254 i b = 15

(ii) b = 2672 i b = 848

Zadanie 1.4 Znajdź najwiȩkszy wspȯlny dzielnik liczb 425 i 125

(i) przez rozk lad tych liczb na czynniki pierwsze.
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(ii) stosuja̧c Algorytm Euklidesa

Zadanie 1.5 Znajdź najwiȩkszy wspȯlny dzielnik liczb stusuja̧c Algorytm Eu-
klidesa

2672 i 848

Zadanie 1.6 Wyznacz wszystkie rozwia̧zania uk ladu rȯwnaṅ

x + y = 180

NWD(x, y) = 30

1

Zadanie 1.7 Ile wspȯlnych wyrazȯw maja̧ cia̧gi arytmetyczne

5, 8, 11, 14, ..., ; i 3, 7, 11, 15, ..., ;

Zadanie 1.8 Znajdź najmniejsza̧ wspȯlna̧ wielokrotna̧ liczb

(i) 25 i 235

(ii) 512 i 5040

Zadanie 1.9 Czy każda̧ liczbȩ pirwsza̧ p można przedstawiċ w postaci iloczynu
rȯżnicy i sumy liczb naturalnych a i b

p = (a − b)(a + b)

Zadanie 1.10 Wykaż, że dla każdej liczby pierwszej p > 4 liczba (p−1)(p+1)
jest podzialna przez 24

1NWD(x,y) oznacza najwiȩkszy wspȯlny dzielnik liczby x i liczby y.


