SZKOLA PODSTAWOWA HELIANTUS
02-892 WARSZAWA
ul. BAZANCIA 16

LEKCJA 8.2,

Funkcja kwadratowa. Tréjmian kwadratowy
12 godziny lekcyjne po 45 minut
Tadeusz STYS



Contents

1

Tréjmian kwadratowy. Funkcja Kadratowa.

1.1  Trdojmian kwadratowy. Funkcja kwadratowa. . . . . . ... . ... ... ...
1.1.1 Rownanie kwadratowe . . . . . .. . ... oL Lo
1.1.2 Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej. . . . . . .. ... ...
1.1.3 Pierwiastki réwnania kwadratowego. . . . . . . ... ... L.
1.1.4 Wzory Vieta . . . . . . .. ..
1.1.5 Rozklad funkcji kwadratowej na czynniki pierwsze . . ... ... ...
1.1.6 Nieréwnosci kwadratowe . . . . . . . .. .. . L L.
1.1.7 Przyklady . . . . . . . .
1.1.8 Zadania . . . . . . ...



Chapter 1

Trojmian kwadratowy. Funkcja
Kadratowa.

1.1 Tréjmian kwadratowy. Funkcja kwadratowa.

Funkcja kwadratowa jest okreslona wzorem
wo(z) =ax®+bx+c, lub y=az?+br+ec, a#0. (1.1)

W przypadku gdy wspétczynnik a = 0 funkcja y = bz + ¢ jest liniowa.

Dziedzing funkcji kwadratowej jest zbidr liczb rzeczywistych R. Natomiast, zbiér wartosci
funkcji kwadratowej zalezy od wspdlczynnikéw a, b, ¢ i nie jest calym zbiorem liczb rzeczy-
wistych.

Wyréznik funkcji kwadratowej. Wyrazenie

A =b% — 4ac,

nazywamy wyréznikiem funkcji kwadratowej.

1.1.1 Roéwnanie kwadratowe

Funkcja kwadratowa ma wartosé zero w punkcie xg, jezeli zy jest rozwiazaniem réwnania
kwadratowego
az? 4+ bxr +c=0.

Pierwiastki réwnania kwadratowego wyznaczamy metoda starozytnych uzupelnienia wyrazenia
az? + bx + ¢

do kwadratu.
Mianowicie, wyciagajac wspéczynnik a # 0 przed nawias otrzymamy

b
ar?® +bx+c=a(z? + —x—l—E).
a a
b2
Nastepnie, dodajac i jednoczesnie odejmujac wyrazenie (2—)2 =1z piszemy wyrazenie
a a
kwadratowe w postaci kanonicznej
b b2 c b2 b b? — 4ac
ar?® +bx +c=a(z? + Ex—i———i—— - =allz+—)? - —

462  a  4a? 2a 4a? )
——— —_——— N———



W ten spodb otrzymalidmy posta¢ kanoniczng funkcji kwadratowe;j:

1.1.2 Postaé¢ kanoniczna funkcji kwadratowej.

A

b
2 2
Yy axr” + bx C CL(CC ) y

2a
gdzie wyréznik A = b? — 4ac.

1.1.3 Pierwiastki rownania kwadratowego.

Z postaci kanonicznej funkeji kwadratowej tatwo znajdujemy pierwiastki rownania kwadra-
towego. Mianowicie piszemy

A

b

2 2
b == - - 5 =
axr” +bx +c CL(CC+ )

2a

Dla wyréznika A = b? — 4ac > 0 mozemy réznicg kwadratéw napisaé w postaci iloczynu

b VA b VA

P A Gt Wi v

Skad wynikaja wzory na pierwiastki réwnania kwadratowego

b Vb? —dac b Vb? —dac

) =0.

2 _Ree lub N
Tt 2a 2a 0, b ¥z + 2a 2a 0
lub
—b — Vb2 — 4dac —b+ Vb2 — 4dac
Tl = B —, lub CCQZ—Z
a a

Zauwazmy, ze w przypadku gdy wyrdznik A = 0, funkcja kwadratowa jest pelnym kwadratem
b
2 2
b = .
ar”+br +c a(x+2a)

Wtedy z powyzszych wzoréow otrzymujemy pierwiastek podwdjny

b, —b
a(x—l—%) =0, T =T = o5

1.1.4 Wzory Vieta

Pierwiastki réwnania kwadratowego
az? +br+c=0, a#0,

spelniaja nastepujace wzory Vieta:
Suma i iloczyn pierwiastkow

c
ZC1+$2:——, 1 * T2 = —.
a a

Istotnie, obliczamy

—b— Vb?2 — 4dac n —b+ Vb?2 — dac
2a 2a

X1 +ZC2:

SIS



Podobnie iloczyn

—b— Vb2 —4ac) . (—b—i- Vb2 — 4dac
2a 2a

_i)Q B (\/b2—4ac
2a 2a
b2 b2—4aci c

4a? 4a? a

)

T *xToy = (

= ?

Przyklad 1.1 ZnajdZ rownanie kwadratowe ktorego suma pierwiastkow rowna 3 @ iloczyn
pierwiastkow rowny 2.

Rozwiazanie. Stosujac wzory Vieta, piszemy
c
$1+$2:——:3, $1*$2:—:2.
a a

Skad znajdujemy

Zatem, mamy rodzine rownan kwadratowych
ar® —3ax+a =0

z parametrem a # 0 ktérych suma pierwiastkéw réwna jest 3, i iloczyn pierwiastkéw réwny
jest 2.

Zadanie 1.1 ZnajdZ rownanie kwadratowe ktorego suma pierwiastkow rowna 6 i iloczyn
pierwiastkow rowny 5.

1.1.5 Rozklad funkcji kwadratowej na czynniki pierwsze

Jezeli wyréznik A < 0 jest ujemny to réwnanie kwadratowe nie ma pierwiastkéw rzeczy-
wistych. Wtedy funkcja kwadratowa nie rozklada si¢ na czyniki liniowe.

W przypadku gdy wyréznik A > 0 funkcja kwadratowa rozklada sie¢ na czynniki liniowe.
Istotnie, wtedy mozemy przedstawi¢ funkcje kwadratowsa jako réznice kwadratéow

VA

2a

b
ar? +bx+c=af(x+ —)* - ( )?]
2a
Stosujac wzor na roznice kwadratéw otrzymamy rozklad funkcji kwadratowej na czynniki
liniowe

%)(x—l—i—k\/z

b
2
b = S -—
ax® +bxr +c a[(x+2a 5a 5

)] = alz —@1)(x — 2)

Polozenie funkcji kwadratowej na plaszczyznie. Polozenie wykresu funkcji kwadra-
towej na plaszczyZnie we wspéhrzednych (x,y) wyznaczymy w nastepujacych przypadkach:

(1) a>0, A>0, A=0, A<O
(2) a<0, A>0, A=0, A=<0.



Yy
R >0, =0
A>0 | Y
. \ A0, Pierwiastek pod Ic’)jny

a>0

x
xl\/:@ 0 T1 = To

Funkcja kwadratdwa y = ax? + bz + ¢, a > 0.

W przypadku (2)
a<0, A>0, A=0, A<O

polozenie wykresu tréjmianu kwadratowego

Pierwiastek podwdjny
a<0, A=0

! A

\ h 1)
Funkcja kwadratowa § = ax? + bz +¢, a < 0.

Z postaci kanonicznej funkcji kwadratowej wnioskujemy, ze

e funkcja kwadratowa osiaga minimum réwne I jezeli wspolczynnik
a

a > 0 jest dodatni.

e funkcja kwadratowa osigga maksimum réwne I jezeli wspétezynnik a < 0 jest
a
ujemny.

A
, —— funkcja kwadratowa osiaga mini-

2a’ 4a
mum lub maksimum, gdyz wtedy w postaci kanonicznej

Istotnie, w punkcje minimum lub maksimum (—

b A
2 2
= b =  — _——
y=azx"+br+c a(x—l—za) "
o 2 b . . "
wyrazenie (x + —)“ = 0 dla x = ——, natomiast wartos¢ funkcji y = ——.
2a 2a 4a

Przyklad 1.2 Dla danej funkcji kwadratowej

y=2x?—6x+4



wykonaj nastepujgce operacje:

(a) Znajdz mniejsca zerowe funkcji
(b) Roztéz funkcje na czynniki liniowe
(¢) ZnajZz minimum funkcji

(d) Podaj wykres funkcji

Rozwiazanie. Wspoélczynniki réwnaia: a =2, b = —6, ¢ = 4.
Obliczmy wyréznik réwnania

A=0b*—dac=6"—-424=36—-32=4> 0.
(a) Stosujac wzory, obliczmy pierwiaski réwnia

b VA G-V

= =1
e % 4 ’
—b=vVA 644
x2: = :2
2a 4

(b) Wedtug wzoru, funkcja kwadratowa rozklada sie na czynniki liniowe
y=a(r—x1)(x —x2) = 2(x — 1)(z — 2).

(¢) Poniewaz wyréznik A =4 > 0 jest dodatni to funkcja kwadratowa ma minimum

A1
4a 2
-b A 3 1
w punkcie (2—, ——)=(=,—2).
a a
Punkty (1,0) i (2,0) w ktdérych leza pierwiastki funkcji kwadratowej i punkt minimum
3 1
( 3 5) wyznaczaja potozenie jej wykresu na plaszczyznie (z,y).

d) W ykres funkcji = 2$2 — 6z + 4
Ny
A

Yy
a>0 A=4
. AN ; ¥
-1 r1— 1 5 Xro = 2
minimum = —%

Funkcja kwadratowa y = 222 — 6z + 4.



1.1.6 Nieréwnosci kwadratowe

Rozwiazanie nieréwnosci kwadratowych odczytujemy z polozenia wykresu funkcji kwadra-
towej. Mianowicie, mamy nastepujace przypadki:

1. Dla a > 0, A > 0 funkcja kwadratowa y = ax? + bx + ¢ > 0 jest dodatnia poza
pierwiastkami: x < x1 oraz x > o, natomiast jest ujemna y = ax? + bz + ¢ < 0
pomiedzy pierwiastkami: 1 < x < 9.

2. Dlaa < 0, A > 0 funkcja kwadratowa y = az? + bz + ¢ > 0 jest ujemna poza
pierwiastkami: x < z; oraz x > xo, natomiast jest dodatnia y = az? +bxr +c¢ > 0
pomiedzy pierwiastkami: 1 < z < 9.

3. Dlaa > 0, A < 0 funkcja kwadratowa y = ax? + bz + ¢ > 0 jest nieujemna na catym
zbiorze liczb rzeczywistych dla —oo < x < oo.

4. Dlaa < 0, A <0 funkcja kwadratowa y = ax? +bx + ¢ < 0 jest niedodatnia na catym
zbiorze liczb rzeczywistych dla —oo < x < oo.

Przyklad 1.3 Rozwigz nastepujgce nieréwnosci i znajdz maksimum lub minimum wskazanej
funkcgi:

(1) z224z+1>0, y=z2+z+1.
(2) —222422-1<0, y=-22%+42z—1,
(3) 22 —-5x+6>0, y =% — 5z + 6,
(4) —22242+1>0, y=-222+z+1

Rozwiazanie, (1). Okreslamy wspétczynniki i wyréznik funkcji

y=a?+z+1.

Wspblczynniki:
a=1,b=1,c=1.
Wyréznik:
A=V —4ac=1*—4x1x1=-3.

Poniewaz wspélczynnik @ = 1 > 0 jest dodatni i wyréznik A = —3 < 0 jest ujemny to
nierownosé

2 +x4+1>0,
jest prawdziwa dla —oo < = < 0.
Funkcja

y=a4+z+1

A 13
)= ().
Rozwiazanie, (2). Okreslamy wspétczynniki i wyréznik funkcji

. . 3 .
osigga minimum réwne 1 w punkcie (—

y=—22>+2zx—1.

Wspélczynniki: a = =2, b= 2, ¢ = —1.
Wyréimik: A = b? — dac =22 — 4% (=2) x (—1) = —4.
Poniewaz wspétczynnik a = —2 < 0 jest ujemny i wyrdznik A = —4 < 0 jest ujemny to
nieréwnosé
222422 -1<0



tromia jest prawdziwa dla —oo < x < oo.
Funkcja y = —222 + 2z — 1 osiaga maksimum réwne 1 w punkcie (——, —
Rozwiazanie, (3). Okreslamy wspétczynniki i wyréznik funkcji

y=x* -5z +6.

Wspétczynniki: a =1, b = -5, ¢ = 6.
Wyréimik: A =b? — dac = (=5)2 —4x1%6 = 1.
Poniewaz wyréznik A =1 >0, /1 =1 jest dodatni to funkcja ma dwa rézne pierwiastki

-b—VA 5-1 —b+VA 5+1
xl = = = 2, x2 = = = 3
2a 2 2a 2
Zatem nieréwnosc¢
22 —5x+6>0
jest prawdziwa poza pierwiastkam to znaczy dla x < 2idlaxz > 3
-A -1 -b —A 5 —1

Funkcja y = 22 — 5z 4 6 osiaga minimu réwne -V punkcie (%, H) = (5, T)

Rozwiazanie, (4). Okreslamy wspétczynniki i wyréznik funkcji
y=—222+z+1,

Wspétczynniki: a = -2, b=1, ¢ = 1.
Wyréimik: A =% —dac =12 — 4% (=2)x1 =09.
Poniewaz wspélczynnik a = —2 < 0 wyréznik A =9 > 0, /9 = 3 jest dodatnia to funkcja

y=—2x%+ 2z — 1,
ma dwa rézne pierwiastki

-b—vVA —-1-3 —b+VvVA  —1+3 1
xry = =1 To = =

2a  2x(-2) 2a  2x(-2) 2

1
Zatem nieréwno$¢ jest prawdziwa pomiedzy pierwiastkami to znaczy dla —5 <z <l
-A 9 —b —A 19
Funkcja y = —222 1 osi ksi 5 — == keie (—, —) = (=, 2).
unkcja y x°+x+1 osigga maksimum réwne 1, — g W bunkcie (2a’ 1 ) (4, 8)
Zadanie 1.2 Rozwigz nastepujgce nierownosci i znajdz maksimum lub minimum wskazanej
funkcgi:

1) 22—2+1>0, y=a2—xz+1.

2) —322+62—-3<0, y=—322+6x—3.

2

3) 22 —-2-2>0, y=x°—x—2.

(
(
(
(4

)

)

)

) —422+4+3z+1>0, y=—42?+ 3z + 1.

Zadanie 1.3 Dla jakich wartosci parametru m funkcja kwadratowa
y=a24+2mx+m+1

jest dodatnia dla wszystkich rzeczywistych wartosci x € R.

Przyklad 1.4 Dia tréjmianu kwadratowego

y=a>-52+6
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(i) wyprowadZ postaé kanoniczng tréjmianu
(i) znajdZ jego pierwiastki i oblicz minimum tréjmianu
(#ii) narysuj polozenie trdjmianu na plaszczyZnie kartezjariskiej.

Rozwiazanie:
(1) Wyréznik trémianu kwadratowego o wspétezynnikach a =1, b— =5, ¢ =6

A=0%—4dac= (-5 —41%6=25-24=1.

Proste przeksztalcenie tego trojmianu prowdzi do postaci kanonicznej

-5 -5 5 1
2 2 2 2 2
=2"—-5z+6=2"-5 — 6—-(—)'=(@—=)"—-.
y=22—Br 6= 50+ (S +6— ()= (- 5P -
Skad postaé kanoniczna tego tréjmianu
5., 1
y=(z— 5) VS
(44) Obliczmy pierwiastki tréjmianu z postaci kanonicznej lub bezposrednio ze wzoré.
Mianowicie posta¢ kanoniczna jest réznia kwadratéw, ktéra rozktadamy na czynniki
B 5, 1 5.9 1, 5 1 5 1
y=(e- P —g=y=(-3P -Gl =55 +5)
Skad obliczamy pierwiastki réwnania kwadratowego
5 1 5 1
. o VNr—Z4+)y=0
(@-5-35)@-5+3)
5 1 5 1
———-)= lub ——4+-)=
(z 5 2) 0, ub (x 5 T 2) 0
5 1 5 1
n=gtg=d =5y

Latwo obliczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego podstawiajac do wzoréw

b YA 5 V1 b YA 5 V1

T 2a 5 2 0 T 5 "7
Minimum tréjmianu kwadratowego obliczamy bezposrednio z postaci kanonicznej
5., 1
y=(z— 5) VS
Jasne, ze wartos$¢ tego tréjmianu jest najmniejsza, jezeli kwadrat
5.2
- =) =0.
(e-3)
5 o 1 . - . o1
Dla x = 3’ wartos¢ y = vk Zatem minimum tréjmianu kwadratowego rowne jest —.
e
L
-b _ 5
2a T 2
-3 -1 0 1 2 3
_1 r
A iminmnamn — L
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1.1.7 Przyklady
Przyklad 1.5 Rownanie kwadratowe

22 —4r+3=0

ma dwa pierwiastki rzeczywiste x1 1 x2. Korzystajoc ze wziréw Viete oblicz wartosci wyrazen
algebraicznych

1 1
2 2 2 T
({E1+$2) ’ 7 + T3, I +$2'
Rozwiazanie: wspdlczynniki réwnaniaa =1, b= —4, ¢ =3
Ze wzoréw Viete obliczmy sume i iloczyn pierwistkoow
b —(-4 3
$1+$2:—:¥:4, $1*$2:E:—:3.
1 a 1

Skad obliczamy wartosci wyrazen algebraicznych
(14 22)2 =42 =16, 27 4+ 23 = (z1 + 22)? — 22120 = 16 — 2% 3 = 10.

oraz
1 1 xr1 + 12 - 4

T T2 1 * T2 3

Przyklad 1.6 Dla ktérych wartosci parametru m réownanie
22 —2r4+m=0
ma dwa rozZne pierwiastki

Rozwiazanie: Réwnie
2 —22+m=0

ma dwa rézne pierwiastki, jezeli wyréznik tego rowna jest dodatni

A =b%—dac=(—-2)% —4m > 0,
4—4m >0, 4m<4, m<l1.

Odpowieé: Réwnanie 22 — 2z + m ma dwa rézne pierwiastki dla parametru —oo < m < 1
Przyklad 1.7 Wyznacz wspotczynniki a, b, ¢ réwnania kwadratowego
az? +br4+c=0
ktore posiada dwa rzeczywiste pierwiastki x1 i xo takie, Ze ich suma i iloczyn sq dane
T+ a2 =17, x1 * x9 = 10.

Rozwiazanie: Korzystajac ze wzoréw Viete

—b

c
$1+{E2:—:7, $1*$2:—:10,
a a
znajdujemy nastepujace zwigzki
b= —Ta,; c = 10a.

Skad réwnanie
az® —Tax +10a =0, lub a(x® —T7x+10)=0

spelia warunki zadania dla kazdego a # 0.
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Przyklad 1.8 Wyznacz wspotczynniki a, b, ¢ réwnania kwadratowego
az? +br4+c=0
ktore posiada dwa rzeczywiste pierwiastki xt1 =3 i o =8

Rozwiazanie: Korzystajac ze wzoréow Viete

21+ xs =3 +8=11, _—5:11, T kT2 = 3% 8 =24, 2:24,
znajdujemy nastepujace zwigzki
b= —1la, c = 24a.
Skad otrzymujemy rownanie
az? —1lax +24a =0, lub a(z? —11x+24)=0

ktére posiada pierwiastki x1 = 3, xo = 8 dla kazdego a # 0.

1.1.8 Zadania
Zadanie 1.4 ZnajdZ pierwiastki rownania

(i) 22 —3x+6 =0,

(ii) —22% 4+ 9z — 10 = 0,

(iii) 422 — 1224+ 9 = 0.
Zadanie 1.5 Dla ktorych wartosci parametru m rownanie

2 +4r+m—4=0
ma dwa rozZne pierwiastki
Zadanie 1.6 Dla ktorych wartosci zmiennej x trojmian kwadratowy
y=a>+42x+3

jest dodatns.
Oblicz nagmniejszqg wartosé tego trojmiany kwadratowego.

Zadanie 1.7 Dla ktorych wartosci zmiennej x trojmian kwadratowy
y=—22>+52+3

jest ujemny.
Oblicz najwiekszg wartosé tego trojmiany kwadratowego.

Zadanie 1.8 Dla ktorych wartosci parametru m trojmian kwadratowy
y=a>+4x+m?

jest dodatni dla wszystkich warto$ci zmiennej x.
Oblicz nagmniejszqg wartosé tego trojmiany kwadratowego.

Zadanie 1.9 Dla ktorych wartosci parametru m trojmian kwadratowy
y=—a>+3zx—m,

jest ujemny dla wszystkich wartosci zmiennej x.
Oblicz najwiekszg wartosé tego trojmiany kwadratowego.

Zadanie 1.10 ZnajdZ rownanie kwadratowe ktorego suma pierwiastkow rowna 6 i iloczyn
pierwiastkow rowny 5.



