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Chapter 1

Kombinatoryka

Kombinatoryka obejmuje takie pojecia jak silnia liczby naturalnej n, permutacje, wariacje
bez powtorzen i wariacje z powtérzeniami, kombinacje.
Nizej podany jest opis tych pojeé z licznymi przyktadami i éwiczeniami.

1.1 Silnia liczby naturalnej n!

Tloczyn kolejnych liczb naturalnych az do liczby n wlacznie nazywamy silnia liczby n i
oznaczmy symbolem n!. Zatem mamy

nl=1%2%3%---x(n—1)*n

Przyjmujmy ze 0! =1
Wypiszmy kilka silni liczb naturalnych

ol=1
=1
20=1%x2=2

3'=1%2%x3=6

41 =1%x2x3x4=24
5l=1%2%3%x4%5 =120
6!=1%2%x3x4*5%x6="T720
TN=1%2x3%x4*x5%6x7 = 5040

(n—1)!'=1%x2%x3x4*5%---x(n—1)
nl=1%2%«3%4%x5%6%xTx---x(n—1)xn
1.1.1 Przyklady
Obliczanie silni wyjasniamy na nizej podanych przykladach
Przyklad 1.1 Oblicz wartosé utamka

5! % 7!
4! x 6!



Rozwiazanie:
Latwo uproscimy ten ulamek piszac

Sl=4lx5, T'=6!%7
5l % 71 4lx5 x 6!x7

PP R TR
Przyklad 1.2 Uprosé utamek |
n!
Ry
Rozwiazanie:
Latwo uproscimy ten ulamek piszac
(n—=1)! = 1%2%3%4%5%6%T%---x(n—1)
n! = 1%2%3%4%x5%6x7*---x(n—1)*n
n! 1%2%3%x4%5%6x7*---x(n—1)*n
(n—1)] 1#2#3%4%6%6T#--x(n_1)

1.1.2 Zadania
Zadanie 1.1 Oblicz wartosé utamka

31 % 5!« 7! 9!
2! % 4! % 6! % 8!

Zadanie 1.2 Uprosc¢ utamek
2n!

(2n — 3)!

1.2 Permutacje

1.2.1 Okresdlenie permutacji

Permutacja elementéw zbioru nazywamy ich ustawienie w pewnej kolejnosci. Dwie per-
mutacje sktadajace sie z tych samych elementéw sa rézne, jezeli réznia sie kolejnoscia ele-
mentow.

1.2.2 Przyklady
Na przyklad:

Permutacje cyfr liczby dwucyfrowej 23 skladaja si¢ z tych samych cyfr 2 i 3 tworza dwie
rézne permutacje

23 ¢ 32 tlosc permutacji 2! =2
Zauwazmy, ze innych permutacji cyfr 2 i 3 nie ma.

Podobnie wypiszmy wszystkie permutacje cyfr liczby trzycyfrowej 257



257 275
527 572 tlosc permutacji 3! =6
725 752

Przyklad 1.3 Wypisz wszystkie permutacje zbioru dwuelementowego ab

ab  ba ilosc permutacji 2! = 2

Zavwazmy, ze innych permutacji liter a i b nie ma.

Podobnie wypiszmy wszystkie permutacje zbioru trzyelementowego abc

abc acb
bac bca ilosc permutacji 3! =6
cab cba

Ogdlnie, ilosé permutacji n-elementowego zbioru réwna jest n!

1.2.3 Zadania
Zadanie 1.3 Wypisz wszystkie permutacje cyfr liczby trzycyfrowej 391

Zadanie 1.4 Wypisz wszystkie permutacje elementow zbioru
czteroelementowego ABC D

1.3 Wariacje

Wariacja k-elementowa ze zbioru n-elomentowego (n > k) nazywamy ciag k elementéw
wybranych ze zbioru n-elementowego. Ciag k-elementowy jest wariacja z powtdrzeniami,
jezeli w tym ciaggu moga powtarzaé sig elementy zbioru z ktérego tworzone sa wariacje. Nato-
miast k-elementowa wariacja bez powtorzen jest ciagiem w ktérym nie ma powtérzen ele-
mentow zbioru n-elementowego. W wariacjach bez powtorzen i w wariacjach z powtérzeniami
kolejnosé elementéw jest wazne, to znaczy dwie wariacje sa rézne, jezeli skladaja sig z tych
samych elementéw ale réznia sie kolejnoscia elementdw.

1.3.1 Wariacje z powtorzeniami.

Pojecie wariacji bez powtorzen lub z powtérzeniami dobrze illustruje proces losowania ze
zbioru n-elementowego, ktéry zawiera tylko elementy rézne.

Mianowicie, wariacje z powtorzeniami tworzymy w ten sposéb, ze wylosowany element wrzu-
camy spowrotem do urny przed losowaniem nastgpnego elementu. Losujemy tak dlugo az
wylosujemy k-elementéow. W ten sposéb otrzymamy ciag k-elementéow w ktérym moze by¢
wylosowany ten sam element co najwyzej k-razy.

Podobnie tworzymy k-elementowe wariacje bez powtdrzen z ta réznica, ze wylosowanego
elementu nie wrzucamy spowrotem do urny przed losowaniem nastepnych elementéw. W
ten sposob otrzymujemy k-elementowa wariacje w ktérej wszystkie elementy sa rézne, to
znaczy nie ma elemetow powtérzonych.

Tlo$¢ mozliwych k- elementowych wariacji z powtdérzeniami utworzynych ze zbioru n-elementowego
obliczamy ze wzoru

kE_ _k
V., =n



1.3.2 Przyklady

Pojecie wariacji z powtérzaniemi i obliczanie ilosci k-elementowych wariacji z powtérzaniami
wybranymi ze zbioru n-elementowgo illustrujemy i wyjasniamy na nizej podanych przyktadach

Przyklad 1.4 Wypisz wszystkie liczby dwucyfrowe utworzone ze zbioru cyfr {1,2}.

Rozwiazanie:
W tym przyktadzie liczby dwucyfrowe to sa wariacje 2-elementowe z powtorzeniami ze zbioru
tez 2-elementowego. Latwo znajdujemy

11 12
21 22

Odpowiedz: Ilos¢ liczb dwucyfrowych utworzonych cyfra 11 2 to ilo$¢ wariacji z powtérzeniami
V22 — 22 =4

Przyklad 1.5 Wypisz wszystkie liczby dwucyfrowe utworzone ze zbioru cyfr {1, 2, 3}.

Rozwiazanie:
W tym przyktadzie liczby dwucyfrowe to sa wariacje 2-elementowe z powtorzeniami ze zbioru
3-elementowego. Latwo znajdujemy te liczby

11 12 13
21 22 23
31 32 33

Odpowiedz: Ilos¢ liczb dwucyfrowych utworzonych cyfra 1, 2, 3 to ilo$¢ wariacji z powtérzeniami
‘/32 — 32 =9

Przyklad 1.6 Wypisz wszystkie liczby trzycyfrowe utworzone ze zbioru cyfr {1, 2, 3}.

Rozwiazanie:
W tym przyktadzie liczby trzycyfrowe to sa wariacje 3-elementowe z powtoérzeniami ze zbioru
tez 3-elementowego. Latwo znajdujemy liczby trzycyfrowe

111 122 113
121 122 123
131 132 133
211 212 213
221 122 123
231 132 233
311 312 313
321 322 323
331 332 333

Odpowiedz: Ilo$¢ liczb trzycyfrowych utworzonych cyfra 1, 2, 3 to ilo$¢ wariacji z powtdérzeniami
Vi =33=27
1.3.3 Zadania

Zadanie 1.5 Wypisz wszystkie wariacje 2-elementowe z powtorzeniami utworzone ze zbioru
3-elementowego {a, b, c}.

Zadanie 1.6 Wypisz wszystkie wariacje 3-elementowe z powtorzeniami utworzone ze zbioru
3-elementowego {a, b, c}.

Zadanie 1.7 Wypisz wszystkie liczby dwucyfrowe utworzone ze zbioru cyfr {2, 5, 7, 9}.



1.3.4 Wariacje bez powtorzen

Wariacja k-elementowa bez powtdrzen to ciag elementéw réznych wybranych ze zbioru n-
elementowego (1 < k < n).

Liczba wszystkich k-elementowych wariacji bez powtorzen wybranych ze zbioru n-elementowego
okreslona jest wzorem:

n m:(”_k+1)*(”_k+2)*"~*(n—1)*n

lub piszac iloczyn w odwrotnej kolejnosci jego czynnikéow mamy wzér

7":n*(n_l)*...*(n—k)*(n—k—i-l).

1.3.5 Przyklady

Pojecie wariacji bez powtodrzen i obliczanie ilosci k-elementowych wariacji bez powtdrzen
wybranych ze zbioru n-elementowgo illustrujemy i wyjasniamy na nizej podanych przykladach

Przyklad 1.7 Wypisz wszystkie liczby dwucyfrowe o réznych cyfrach utworzone ze zbioru

cyfr {1,2}.

Rozwiazanie:
W tym przykladzie liczby dwucyfrowe to sa wariacje 2-elementowe bez powtérzert wybrane
ze zbioru tez 2-elementowego. Latwo znajdujemy te liczby

12 21

Odpowiedz: Ilos¢ liczb dwucyfrowych o réznych cyfrach utworzonych z cyfr 1 i 2 to ilog¢
wariacji bez powtérzen. W tym przypadku réwna jest ilosci permutacji W3 = 2! = 2

Przyklad 1.8 Wypisz wszystkie liczby dwucyfrowe o réznych cyfrach utworzone ze zbioru
cyfr {1, 2, 3}.

Rozwiazanie:
W tym przykladzie liczby dwucyfrowe to sa wariacje 2-elementowe bez powtérzert wybrane
ze zbioru 3-elementowego. Latwo znajdujemy te liczby

12 13
21 23
31 32

Odpowiedz: Ilos¢ liczb dwucyfrowych o réznych cyfrach utworzonych cyfr 1, 2, 3 to ilos¢
wariacji bez powtdrzen

) 3! 6

Ws=Gogi=1°

Przyklad 1.9 Wypisz wszystkie liczby trzycyfrowe o réinych cyfrach utworzone ze zbioru
cyfr {1,2,3}.



Rozwiazanie:
W tym przyktadzie liczby trzycyfrowe to sa wariacje 3-elementowe bez powtérzenn wybrane
ze zbioru tez 3-elementowego. Latwo znajdujemy te liczby trzycyfrowe o réznych cyfrach

123 132
213 231
312 321

Odpowiedz: Ilos¢ liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach utworzonych z cyfr 1, 2, 3 to ilos¢
wariacji bez powtérzen. W tym przykladzie to jest ilo$¢ permutacji W3 = 3! =6

1.3.6 Zadania

Zadanie 1.8 Wypisz wszystkie wariacje 2-elementowe bez powtdrzen utworzone ze zbioru
3-elementowego {a, b, c}.

Zadanie 1.9 Wypisz wszystkie wariacje 3-elementowe bez powtdrzen utworzone ze zbioru
3-elementowego {a, b, c}.

Zadanie 1.10 Wypisz wszystkie liczby dwucyfrowe o réznych cyfrach utworzone ze zbioru

cyfr {2, 5, 7, 9}.

Zadanie 1.11 Wypisz wszystkie wariacje bez powtorzen 2-elementowe wybrane ze zbioru
4-elementowego {a, b, ¢, d}.

1.4 Kombinacje

1.4.1 Okreslenie kombinacji

Kombinacja k-elementowa wybrang ze zbioru n-elementowego nazywamy k-elementowy podzbiér
zbioru n-elementowego. Zatem w kombinacji kolejnosé¢ elementéw nie jest wazna. To znaczy,
ze dwie kombinacje sg rézne tylko wtedy gdy réznig sie¢ co namniej jednym elementem.

Tloé¢ kombinacji k-elementowych wybrach ze zbioru n-elementowego obliczmy ze wzoru

lub stosujac symbol Newtona piszemy

(1) = we

Zatem ilos¢ kombinacji k-elementowych wybranych ze zbioru n-elementowego réwna jest
ilosci k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego.

1.4.2 Przyklady

Pojecie kombinacji i obliczanie ilosci k-elementowych kombinacji wybranych ze zbioru n-
elementowgo illustrujemy i wyjasniamy na nizej podanych przykladach

Przyklad 1.10 Ile mozna utworzyé par do gry w szachy w klasie liczgcej 20 uczniow, zeby
kazdy uczen grat tylko raz z kazdym wybranym uczniem?



Rozwiazanie:

Tloé¢ par utworzonych z 20 uczniéw réwna jest ilosci kombinacji 2-elementowych ze zbioru
20-elementowego, gdyz dwie pary sa réozne tylko wtedy gdy réznia si¢ co najmniej jednym
elementem, czyli kazda para jest 2-elementowym podzbiorem.

Kazdy uczen moze dobra¢ partmera do gry w szachy na 20 — 1 = 19 sposobéw. Zatem ilos¢
19 % 20
= 190.

Tloé¢ kombinacji 2-elementowych ze zbioru 20-elementowego obliczamy réwniez ze wzoru

par réznych réwna sie

200 1920
20-2)! 2

C3y = ol =190

Przyklad 1.11 W Kklasie jest 15 uczniow. Na ile sposobow mozna wybraé
(i) trzech przedstawicieli
(ii) czterech przedstawicieli

Rozwiazanie (i):

Dwie tréjki sa rézne, jezeli réznia sig¢ co namniej jednym uczniem, kolejnosé¢ wyboru uczniow
do tréjki jest nie wazna. Zatem pytanie jest ile mozna utworzy¢ 3-elementowych kombinacji
ze zbioru 15-elementowego lub ile mozna utworzy¢ 3-elementowych podzbioréw ze zbiroru
15-elementowego 7

Obliczamy ze wzoru:

150 13%14x15
31(15 - 3)! 6

Odpowiedz: Ilo$¢ mozliwych przedstawicieli uczniow w grupach po 3 rowna jest 455 trdjek
Podobne jest rozwigzanie (i)

Cs = =13%7%5 =455

Przyklad 1.12 Ile jest mozliwych wynikow w grze "Duzy Lotek”, jezeli wybieramy 6 liczby
249 liczb ¢

Rozwiazanie:

Tlo$¢ mozliwych wynikéw réwna jest ilosci kombinacji 6-elementowych wybranych ze zbioru
49-elementowego.

Zatem obliczamy stosujac wzér

49! 4344 % 45 % 46 + AT x 48 x 49

Ccb — =
1977 61(49 — 6)! 1%2%3%4%5%6

= 13983816

Odpowiedz: W "Duzym Lotku” ilo§¢ mozliwych wynikéw rowna jest 13983816

Przyklad 1.13 Na okregu zaznaczono sze$¢ punktow pi, p2, 3, P4, P5, D6
P4

D5 . «P3
Pe « P2
»
Wielokgty o wierzchotkach na okregu

Ile mozna narysowac roznych wielokgtow w tym

(a) tréjkgtow
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(b) czworokgtéw
(¢) pieciokgtéw
(d) szesciokgtow
o wierzchotkach na okregu w punktach p1, p2, ps, p4, D5, Ds

Rozwiazanie:

Dwa wielokaty sa rézne, jezeli roznig si¢ co najmniej jednym wierzchotkiem. Podobnie dwie
kombinacje sa rézne, jezeli réznig si¢ co najmniej jednym elementem.

Zatem ilos¢ trojkatéw réwna jest ilosci 3-elemntowych komabinacji wybranych ze zbioru
6-elementowego. Ilos¢ mozliwych tréjkatéw o wierzchotkach na kregu obliczamy stosujac
wWzOr

03 _ 6! C 1x2x3x4%5%6  4x5%x6
67 31(6-3)!  1#2%3%1%2%3  1%x2x%3
Podobnie ilo$¢ czworokatow réwna jest iloéci 4-elemntowych komabinacji wybranych ze

zbioru 6-elementowego. Ilos¢ mozliwych czworokatéow o wierzchotkach na kregu obliczamy
stosujac wzér

4 %5 = 20.

o 6! 1%2%3%4%5%x6  5x%6

67416 —4)  1x2%x3%4x1%x2  1%2

Tloé¢ pigciokatéw réwna jest ilosci 5-elemntowych komabinacji wybranych ze zbioru 6-
elementowego. Ilo$¢ mozliwych pieciokatow o wierzchotkach na kregu obliczamy stosujac
wzdr

6! *1*2*3*4*5*6*6*6
516 —5)!  1%2%3%4%5x1 1
Tlog¢ szesciokatéw rowna jest ilosci 6-elemntowych komabinacji wybranych ze zbioru 6-
elementowego. Ilos¢ mozliwych szeSciokatow o wierzchotkach na kregu obliczamy stosujac
wWzOr

C3 =

ot 6! 1%2%x3%x4*5%6

ST G6-0)  1:2#3xdxbs6r0l » 9w 0

1.4.3 Zadania

Zadanie 1.1 W klasie jest 20 uczniow. Na ile sposobow mozna wybrac
(i) trzech przedstawicieli

(ii) czterech przedstawicieli

Zadanie 1.2 Ile jest moZliwych wynikow w grze liczbowey, jezeli wybieramy 5 liczb z 50 liczb
7



