
1

0.1 Lekcja 1. Liczby pierwsze

-

0 1 2 3−1−2−3 x

Oś liczbowa. Liczba 1 nie jest liczba̧ pierwsza̧

Liczba 2 jest jedyna̧ liczba̧ najmniejsza̧ parzysta̧ i pierwsza̧

0.2 Wstȩp

Jedna̧ z najważniejszych operacji na liczbach jest rozk lad dowolnej liczby naturalnej na

czynniki liczb pierwszych. Rozk lad liczb na czynniki pierwsze podajemy na podstawie fun-

damentalnego twierdzenia arytmetyki.

Bezpośrednia̧ konsekwencja̧ rozk ladu liczb naturalnych na czynniki pierwsze jest wyznaczanie

najwiȩkszego wspólnego dzielnika i najmniejszej wspólnej wielokrotności dwóch liczb natu-

ralnych. Jednym z optymalnych algorytmów wyznaczania namniejszego wspólnego dzielnika

dwóch liczb naturalnych jest algorytm Euklidesa.

0.3 Liczby pierwsze

Opis liczb pierwszych należy zacza̧ć od definicji

Defimnicja 0.1 Liczbȩ naturalna̧ p > 1 nazywamy liczba̧ pierwsza̧, jeżeli ma dok ladnie dwa

dzielniki, to jest liczbȩ 1 i sama̧ siebie p. To znaczy ze liczby pierwsze dziela̧ siȩ tylko przez

liczbȩ 1 i przez siebie sama̧. Każda inna liczba nazywa siȩ liczba̧ z lożona̧.

Zauważmy, że liczba natyralna p = 1 nie jest liczba̧ pierwsza̧, gdyż ma tylko jeden dzielnik

sama̧ siebie i nie jest wiȩksza od 1. Liczba 0 również nie jest pierwsza bo jest mniejsza od 1

i ma wiȩcej dzielników niż dwa, gdyż podzielona przez dowolna̧ liczbȩ naturalna̧, różna̧ od

zera, daje wynik 0. Wymieńmy kilka kolejnych liczb pierwszych

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 51, 53, 59, 61...;

Z defincji wynika w sposób oczywisty, że liczba p = 2 jest jedyna̧ liczba̧ pierwsza̧ parzysta̧.

Zbiór liczb pierwszych nie jest zamkniȩty na operacjȩ arytmetyczne. Wystarczy podać

kontr-przyk lad.

Przyk lad 0.1 Mianowicie liczby m = 7 i n = 3 sa̧ pierwsze jednak ich suma m + n =

7 + 3 = 10 nie jest liczba̧ pierwsza̧ i różnica 7 − 3 = 4 też nie jest liczba̧ pierwsza̧. Podobnie

iloczyn tych liczb m ∗ n = 3 ∗ 7 = 21 nie jest liczba̧ pierwsza̧.

Jedna z najważniejszych w lasności liczb pierwszych opisana jest w nastȩpuja̧cym twierdze-

niu:
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Twierdzenie 0.1 Fundamentalne Twierdzenie Arytmetyki. Każda̧ liczbȩ naturalna̧

można przedstawić jako iloczyn liczb pierwszych. Taki rozk lad jest jedyny.

Inaczej, jeżeli n jest liczba̧ naturalna̧ to istnieja̧ liczby pierwsze

p1, p2, p3 · · · , pk

takie, że

n = p1 ∗ p2 ∗ p3 ∗ · · · ∗ pk

0.3.1 Rozk lad liczb na czynniki pierwsze

Z fundamentalnego twierdzenia arytmetyki wiemy, że każda liczba naturalna dodatnia ma

postać iloczynu liczb pierwszych. Inaczej, każda liczba naturalna dodatnia m > 1 rozk lada

siȩ na iloczyn liczb pierwszych. Co wiȩcej taki rozk lad jest jedyny. To znaczy, że nie ma

innego rozk ladu tej liczby naturalnej m na czynniki liczb pierwszych, oprócz czynników

p1, p2, p3, ..., pk.

Sposób rozk ladu liczby naturalnej m na czynniki pierwsze jest prosty. Mianowicie, dzielimy

liczbȩ m przez kolejne liczby pierwsze. Wtedy liczba m równa siȩ iloczynowi jej dzielników.

Przyk lad 0.2 Roz lóż liczbȩ m = 1638 na czynniki pierwsze.

pos lużymy siȩ schematem
1638 | 2

819 | 3

273 | 3

91 | 7

13 | 13

1

Liczba 1638 rozk lada siȩ na czynniki 2, 3, 3, 7, 13

To znaczy

1638 = 2 ∗ 3 ∗ 3 ∗ 7 ∗ 13

Przyk lad 0.3 Roz lóż liczbȩ m=5040 na czynniki pierwsze. pos lużymy siȩ schematem

5040 | 2

2520 | 2

1260 | 2

630 | 2

315 | 3

105 | 5

21 | 3

7 | 7

1 |

Liczba m = 5040 rozk lada siȩ na czynniki 2, 2, 2, 2, 3, 5, 3, 7, To znaczy

5040 = 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 5 ∗ 3 ∗ 7.

Zauważmy, że siedem silnia równa siȩ

7! = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 = 5040

W tym rozk ladzie mamy liczby z lożone

4 = 2 ∗ 2 i 6 = 2 ∗ 3

.
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0.3.2 Zadania

Zadanie 0.1 Wiadomo, że liczba naturalna m jest podzielna przez 5 i rozk lada siȩ na 3

czynniki pierwsze, których suma równa jest 14. Znajdź liczbȩ m.

Zadanie 0.2 Wiadomo, że liczba naturalna m jest podzielna przez 5 i rozk lada siȩ na 3

czynniki pierwsze, których suma równa jest 19. Znajdź wszystkie wartości liczby m.


