0.1 Lekcja 1. Liczby pierwsze

Liczba 2 jest jedyng liczbg najmniejszq parzystq i pierwszg
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O5$ liczbowa. Liczba 1 nie jest liczba pierwsza

0.2 Wstep

Jedna z najwazniejszych operacji na liczbach jest rozkiad dowolnej liczby naturalnej na
czynniki liczb pierwszych. Rozktad liczb na czynniki pierwsze podajemy na podstawie fun-
damentalnego twierdzenia arytmetyki.

Bezposrednia konsekwencja rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze jest wyznaczanie
najwiekszego wspdlnego dzielnika i najmniejszej wspolnej wielokrotnosci dwéch liczb natu-
ralnych. Jednym z optymalnych algorytméw wyznaczania namniejszego wspélnego dzielnika
dwéch liczb naturalnych jest algorytm Euklidesa.

0.3 Liczby pierwsze
Opis liczb pierwszych nalezy zacza¢ od definicji

Defimnicja 0.1 Liczbe naturalng p > 1 nazywamy liczbg pierwszg, jezeli ma doktadnie dwa
dzielniki, to jest liczbe 1 i samg siebie p. To znaczy ze liczby pierwsze dzielg sie tylko przez
liczbe 1 i przez siebie samg. Kazda inna liczba nazywa sie liczbg ztoZong.

Zauwazmy, ze liczba natyralna p = 1 nie jest liczba pierwsza, gdyz ma tylko jeden dzielnik
sama siebie i nie jest wigksza od 1. Liczba 0 rowniez nie jest pierwsza bo jest mniejsza od 1
i ma wiecej dzielnikéw niz dwa, gdyz podzielona przez dowolna liczbe naturalna, rézna od
zera, daje wynik 0. Wymienmy kilka kolejnych liczb pierwszych

2,3,5,7,11,13,17, 19, 23,29, 31, 37, 41, 43,47, 51,53, 59, 61...;

7 defincji wynika w sposéb oczywisty, ze liczba p = 2 jest jedyna liczba pierwsza parzysta.
Zbioér liczb pierwszych nie jest zamknigty na operacje arytmetyczne. Wystarczy podac
kontr-przyktad.

Przyklad 0.1 Mianowicie liczby m = 7 i n = 3 sq pierwsze jednak ich suma m 4+ n =
7+ 3 = 10 nie jest liczbg pierwszq i roznica 7 — 3 = 4 teZ nie jest liczbg pierwszqg. Podobnie
iloczyn tych liczb m xn = 3 %7 = 21 nie jest liczbg pierwszg.

Jedna z najwazniejszych wlasnosci liczb pierwszych opisana jest w nastepujacym twierdze-
niu:



Twierdzenie 0.1 Fundamentalne Twierdzenie Arytmetyki. Kazdg liczbe naturalng
mozna przedstawié jako iloczyn liczb pierwszych. Taki rozktad jest jedyny.
Inaczej, jezeli n jest liczbg naturalng to istniejg liczby pierwsze

P1,DP2,P3 s Pk

takie, ze
N =Dp1*pP2*pP3g*-- *pPg

0.3.1 Rozklad liczb na czynniki pierwsze

7 fundamentalnego twierdzenia arytmetyki wiemy, ze kazda liczba naturalna dodatnia ma
postaé iloczynu liczb pierwszych. Inaczej, kazda liczba naturalna dodatnia m > 1 rozklada
si¢ na iloczyn liczb pierwszych. Co wigcej taki rozktad jest jedyny. To znaczy, ze nie ma
innego rozkladu tej liczby naturalnej m na czynniki liczb pierwszych, oprécz czynnikow
P1,P2,P3; -+, Pk-

Sposob rozkladu liczby naturalnej m na czynniki pierwsze jest prosty. Mianowicie, dzielimy
liczbg m przez kolejne liczby pierwsze. Wtedy liczba m réwna sig iloczynowi jej dzielnikéw.

Przyklad 0.2 Roztoz liczbe m = 1638 na czynniki pierwsze.

postuzymy sie schematem
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Liczba 1638 rozklada si¢ na czynniki 2,3,3,7,13
To znaczy
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1638 =233 %713
Przyklad 0.3 Roztoz liczbe m=5040 na czynniki pierwsze. postuzymy sie schematem
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Liczba m = 5040 rozklada si¢ na czynniki 2,2, 2,2, 3,5, 3,7, To znaczy
5040 = 2% 2% 2%x2x3xbx 3% 7.
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Zauwazmy, ze siedem silnia réwna sie
T'=1%2+3%x4x5x6x%7=>5040
W tym rozktadzie mamy liczby zlozone

4=2%2 7 6=2%3



0.3.2 Zadania

Zadanie 0.1 Wiadomo, ze liczba naturalna m jest podzielna przez 5 i rozktada sie na 3
czynniki pierwsze, ktorych suma rowna jest 14. ZnajdZ liczbe m.

Zadanie 0.2 Wiadomo, ze liczba naturalna m jest podzielna przez 5 i rozktada sie na 3
czynniki pierwsze, ktorych suma rowna jest 19. ZnajdZ wszystkie wartosci liczby m.



