KONKURS 2022

Zadanie 1 (pkt)

Czy suma wszystkich utamkéw zwyklych wiasciwych o mianowniku 97 jest liczba catkowita?
Wybierz odpowied T (tak) albo N (nie) i uzasadnienie A lub B, lub C

|T| |A.] mianownik tych ulamkow jest liczba pierwsza,

| a suma ich licznikow jest liczba zlozona.
—— poniewaz 000000 0——— = — — — —— — — — — — — — — — —
|N| |B.| suma liczb 1,2,3,,..97 jest libzba naturalna

|C.| suma liczb 1,2,3,...96 jest wielokrotnoscia liczby 97

Solution. Suma wszystkich ulamkéw wlasciwych o mienowniku 97

L+243+..496 _ 96%97
97 T 20T

jest liczb catkowita réwna 48
Odpowied: Tak (T)

Zadanie 2 (1 pkt)

Zegar ma dwie wskazéwki: godzinowa i minutowa. W pewnym momencie wskazowki te
pokrywaja sig. W ktérej minucie mniejszy kat miedzy wskazowkami przestanie by¢ ostry 7
A. w trzynastej B. W szesnastej C. w siedemnstej D. w osiemnastej

Rozwiazanie

Wzkazéwka minut jest 12 razy szybsza od wskazéwki godzinn. Kat prsty miedzy wskazdéwkami
jest gdy rénica migdzy waskazowkami wynisi 15 minut. Od pokrycia wskazowek do przekroczenia
kata prostego minie 15 minut. Oznaczmy czas przekroczenia 15 minut litera t. Zatem mamy
réwnanie

t
t — —minut = 15min
12

t 11¢
t_ﬁ—15,, 3—15,

To jest w 17-tej minucie

,_12x15
T

=16, 36 min

Zadadanie 3 (pkt 1)

Maciek bral udzial w biegach na orintacje. Liczba uczestnikéw, ktorzy uzyskali lepszy czas
os niego, byla trzy razy mniejsza niz liczba tych, ktorzy uzyskali gorszy wynik. Wybierz
poprawna odpowied z posréd oznaczonych literami A i B oraz C i D

A 27 B 25
Przy tej liczbie zawodnikéw Maciek uplasowalby sig¢ na miejscu
C. szostym D. siédmym



Rozwiazanie.

Niech x oznacza liczbe zawodniow ktorzy przybiegli na mete przed Mackiem. Wtedy liczba
zawodnikow ktorzy przybiegli na mete po Macku réwna jest 3x zawodnikéw.
Razem zawodnikow bylo

r+3x+1=4z+1

Wybieramy odpowied B 25 i sprawdzamy ze réownanie
dr+1=25

ma rozwigzanie r = 6

4%6+1=25
Wybieram odpowied C szosty.

Zadanie 4 (1 Pkt)

Pole szedcianu i objetos¢ wyrazaja sie ta sama liczba Ocenn prawdziwo$¢ podanych zadan.
Wybierz P jezeli zdanie jest prawdziiwe, albo F, jezeli jest falszywe.

Objetosc szescianu jest kwadratem liczby calkowitej |P| |F|

Rozwiazanie.
Oznaczmy litera a bok podstawy szeScianu. Powierzchnia calkowita S szedciany réwna sig
S =6a” =96

dla a =4 bo 6% 42 = 96.
Objetos¢ V szescianu o boku a = 4 réwna jest

V=a3=4>=64=28>

jest kwadratem liczby 8.
Zatem wybieramy odpowied P.

Zadanie 5 (2 pkt)

W pewnym sklepie od poniedziatku do piatku maliny sa sprzedawane w 400 gramowych
opakowaniach. W sobote za ta sama cene¢ maliny sa sprzedawane w opakowaniach o 25%
wiekszych. Oblicz o ile procent maliny sa tansze w sobote

Rozwiazanie.

Waga paczki malin w sobote wrosta o 25% i wazy

1
400g + 25%400g = 400g + 7400g = 500g



Waga paczki malin wzrosta w sobote o 5009 — 400g = 100g.

Zatem za 100g nie zaplacilismy w sobote co stanowi % ceny w dni robocze. To jest 25%
ceny w dni robocze..

Odpowied: W sobote maliny sa tarisze o 256%

Zadanie 6 (2 Pkt)

W rédosmiu réznych i dowolny liczb naturalnnychzadna nie jest podzielna prze 5. Natomi-
ast réznica miedzy najwieksza i na najmniejszg liczba wynisi 8. Udowodnij, ze suma tych
os$miu liczb jest podzielna przez 5 i przez 8.

Dowdéd.
Rozpatrzmy osiem liczb

ap <ax<az<ag <as <ag <ay<as

uporzadkowanych od najmniejszej a1 do najwiegkszej as.
Wiszystkie liczby podzielne przez 5 i przez 8 rézne od zera zawieraja czynnik 5 i czynnik 8.
Zatem te liczby sa wielokrotng liczby 5 * 8 = 40 piszemy

5%¥8«xn=40xn, n=1,2,3,..;
lub
40, 80, 120 160, 200, 240, 280, 320, ...; (1)

7 powyszego arytmetycznego ciagu liczb z réznia 40 wybieramy te wyrazy ktére spelniaja
warunek

ag —ayp =8 x*n, n=123, ..
sa to liczby ag =91a; = 1.

Wtedy suma o$miu liczb

suma; =1+as+as+aqg+as+ag+ar+9=10+az + as +aqg + as + ag + a7y = 40
2+3+4+6+7+8=30

dla
as =2, a3=3, ag =4, as=6,a6=7, ar =38

Skad wynika, ze tylko pierwszy wyraz ciagu (1) to jest suma; = 40 spelniania waruneki
zadania 6,
Pozostale wyrazy ciagu sum

80, 120 160, 200, 240, 280, 320, ...;

nie spelniaja warunaku zadania 6
ag —a; = 8

natomiast spelniaja warunek
ag —a; =8n dla n=23,4..;
i sa podzielne przez 5 i przez 8.
Koniec dowodu
Zadanie 7 (3 pkt)

Udowidnij, ze pole trapezu réwnoramiennego o wysokosci h, w ktérym przekatnne sa prostopadie,



jestrowne polu kwadratu, ktérego bok ma diugsé rowna wysokosci tego kwadratu.
Rozwiazanie.

Rozpatrzmy trapez réwnoramienny, ktérego przekatne A, C'i B, D przecinaja si¢ pod katem
prostym

D C D

A - " B
E F

Zauwazmy, ze trojkaty AAED i1 AFBC sa przytajace. PrzenieSmy tréjkat AAED do
pozycji w ktérej wierzchotek A pokryje sie z wierzchotkiem C, a wierzchotek D pokyje si¢ z
wierzchotkiem B. Nastepnie przesurimy przekatna AC réwnolegle do pozycji ED’. Poniewaz
przekatne prostokata EBD’D przecinaja si¢ pod katem prostym to ten prostokat musi by¢
kwadratem o boku h.
W ten sposéb otrzymamy kwadrat EBD’ D, ktérego pole réwne jest polu trapeza réwnoramiennego
ABCD.

Koniec dowoduu.
Zadanie 8 (3 ptk)

Na rysunku boki kwadratow ABCD i BEGF sa jednakowej dlugosci, a punkt H jest
$rodkiem odpowiednich bokéw tych kwadratow. Oblicz, ile razy pole szesciokata BCDHGF
jest wieksze od pola kazego z rozwazanych kwaHratow.

D C

Rozwiazanie
Zauwazmy ze pole szesciokata Ppoppar réwne jest 2 razy pole kwadratu Papop o boku
a, odjac¢ pole czworokata Papgpp



Dwa pola kwadratu
2Papcp = 2a°

Pola tréjkata prostokatnego

|AB| « |AH| 1la a?
= = —— % q =

P —
ABH 2 292 4

Pola tréjkata prostokatnego

|HE|«|EB| 1la a?
= = ——xa=

P —_
BEH 2 22 4
Skad obliczamy pole szesciokata
9 a?  a? 3 5
Ppcprar = 2Papep — (Par + Peen) =2*a” — (Z + Z) =50

3
Odpowiedz: Pole szsciokata BCDHGUF jest 5 razy wigksze od polu kazdego z tych kwadratow.

Zadanie 9 (3ptk)

Roéznca dwoch liczb naturalnych jest rowna 32, a ich iloraz wynosi 2 i reszty 6. Co to za
liczby.
Odpowied uzasadnij.

Rozwiazanie

Roéznica dwéch liczb naturalnych

a iloraz

lub
m=2n+6

Poniewaz m = 32 4+ n to n spelnia réwnanie liniowe
32+n=2n+6

Skad obliczamy n = 26 i m = 32 4+ 26 = 58
58 6

Sprwdzamy: réznica m —n = 58 — 26 = 32, oraz m_22_y + —
n 26 26



Zadanie 10 (3ptk)

Zosia skleita wszystkie mozliwe modele prostopadloécianéw, ktérych diugosci krawedzi sa
liczbami naturalnymi, natomiast jedna ze scian kazdego z tych prostopadloscianéw ma pole
réwne 12, a druga 30. Ile modeli prostopadloscianéw wykonata Zosia i jakie sa ich objetosci.
Odpowied uzasadnij.

Rozwazanie

Oznaczmy krawedzie prostopadloscianéw literami m, n, p
Kazdy prostopadloscian ma 6 Scian, krérego Sciany sa prostokatami parami przystajacymi
Zatema pola 3 sScian sa odpowiednio réwne

min=12=2+x6=3%4, mxp=30=5%6, nxp=7

Rozpatrzmy 4 mozliwe warotosci parametru m:

m=2, lub m=6, lub m=4, Ilub m=3.
Jezeli m =2 to 19 30
T T P

Pierwszy prostopadlo$cian ma wymiry
2z62x5
i objetosc¢
V=2%x6x5=060

Jezeli m =6 to

_12_ _30_

=2 = 1
n= , P=5 )
Drugi prostopadlo$cian ma wymiry 6 x 2 = 15 i objgtos¢
V=6%2%15=180
Jezeli m =4 to 19 30
= — = = — = 1
n 1 3, p 3 0

Trzeci prostopadioscian ma wymiry 4 « 3 x 10 i objetos¢
V=4%3%10=120

Jezeli m = 3 to

W tym przypadku prostopadloscian nie ma trzech krawedzi o wymiarach liczb catkowitych.
Odpowied: Istnieja 3 rézne prostopadlosciany, ktorych krawedzie sa liczbami naturalnymi.
Ich objetosci réwne sa odpowiednio 60, 120. 180

Tadeusz Stys



