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KONKURS 2022

Zadanie 1 (pkt)

Czy suma wszystkich u lamków zwyk lych w laściwych o mianowniku 97 jest liczba̧ ca lkowita̧?
Wybierz odpowied T (tak) albo N (nie) i uzasadnienie A lub B, lub C

−− −− −− −− − −− − −− −− −− −− −− −− −− −− −− −− −−
|T | |A.| mianownik tych ulamkow jest liczba pierwsza,

| a suma ich licznikow jest liczba zlozona.

−− poniewaz − −− −− −− −− −− −− −− −− −−
|N | |B.| suma liczb 1, 2, 3, , ..97 jest libzba naturalna

|C.| suma liczb 1, 2, 3, ...96 jest wielokrotnoscia liczby 97
−− −− −− −− −− −− −− −− −− −− −− −− −− −

Solution. Suma wszystkich u lamków w laściwych o mienowniku 97

1 + 2 + 3 + ... + 96

97
=

96 ∗ 97

2 ∗ 97
= 48

jest liczb ca lkowita̧ równa̧ 48
Odpowied: Tak (T)

Zadanie 2 (1 pkt)

Zegar ma dwie wskazówki: godzinowa̧ i minutowa̧. W pewnym momencie wskazówki te
pokrywaja̧ siȩ. W której minucie mniejszy ka̧t miȩdzy wskazówkami przestanie być ostry ?
A. w trzynastej B. W szesnastej C. w siedemnstej D. w osiemnastej

Rozwia̧zanie
Wzkazówka minut jest 12 razy szybsza od wskazówki godzinn. Ka̧t prsty miȩdzy wskazówkami
jest gdy rónica miȩdzy waskazówkami wynisi 15 minut. Od pokrycia wskazówek do przekroczenia
ka̧ta prostego minie 15 minut. Oznaczmy czas przekroczenia 15 minut litera̧ t. Zatem mamy
równanie

t −
t

12
minut = 15min

t −
t

12
= 15, ;

11t

12
= 15, t =

12 ∗ 15

11
= 16, 36 min

To jest w 17-tej minucie

Zadadanie 3 (pkt 1)

Maciek bra l udzia l w biegach na orintacje. Liczba uczestników, którzy uzyskali lepszy czas
os niego, by la trzy razy mniejsza niż liczba tych, którzy uzyskali gorszy wynik. Wybierz
poprawna̧ odpowied z pośród oznaczonych literami A i B oraz C i D

A 27 B 25
Przy tej liczbie zawodników Maciek uplasowa lby siȩ na miejscu
C. szóstym D. siódmym
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Rozwia̧zanie.

Niech x oznacza liczbȩ zawodniów którzy przybiegli na metȩ przed Maćkiem. Wtedy liczba
zawodników którzy przybiegli na metȩ po Maċku równa jest 3x zawodników.
Razem zawodników by lo

x + 3x + 1 = 4x + 1

Wybieramy odpowied B 25 i sprawdzamy że róownanie

4x + 1 = 25

ma rozwia̧zanie x = 6
4 ∗ 6 + 1 = 25

Wybieram odpowied C szósty.

Zadanie 4 (1 Pkt)

Pole sześcianu i objȩtość wyrażaja̧ siȩ ta̧ sama̧ liczba̧ Oceń prawdziwość podanych zadań.
Wybierz P jeżeli zdanie jest prawdziiwe, albo F, jeżeli jest fa lszywe.

− −− −− −− −− −− −− −− −− −− −− − −− −−|
Pole calkowite szescianu wynosi 96 |P | |F |
− −− −− −− −− −− −− −− −− −− −− − −− −−|
Objetosc szescianu jest kwadratem liczby calkowitej |P | |F |
− −− −− −− −− −− −− −− −− −− −− −− − −− −−|

Rozwia̧zanie.

Oznaczmy litera̧ a bok podstawy sześcianu. Powierzchnia ca lkowita S sześciany równa siȩ

S = 6a2 = 96

dla a = 4 bo 6 ∗ 42 = 96.

Objȩtość V sześcianu o boku a = 4 równa jest

V = a3 = 43 = 64 = 82

jest kwadratem liczby 8.
Zatem wybieramy odpowied P.

Zadanie 5 (2 pkt)

W pewnym sklepie od poniedzia lku do pia̧tku maliny sa̧ sprzedawane w 400 gramowych
opakowaniach. W sobotȩ za ta̧ sama̧ cenȩ maliny sa̧ sprzedawane w opakowaniach o 25%
wiȩkszych. Oblicz o ile procent maliny sa̧ tańsze w sobotȩ

Rozwia̧zanie.

Waga paczki malin w sobotȩ wros la o 25% i waży

400g + 25%400g = 400g +
1

4
400g = 500g
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Waga paczki malin wzros la w sobotȩ o 500g − 400g = 100g.

Zatem za 100g nie zap laciliśmy w sobotȩ co stanowi 1

4
ceny w dni robocze. To jest 25%

ceny w dni robocze..
Odpowied: W sobotȩ maliny sa̧ tańsze o 25%
Zadanie 6 (2 Pkt)
W ródośmiu różnych i dowolny liczb naturalnnychżadna nie jest podzielna prze 5. Natomi-
ast różnica miȩdzy najwiȩksza̧ i na najmniejsza̧ liczba̧ wynisi 8. Udowodnij, że suma tych
ośmiu liczb jest podzielna przez 5 i przez 8.

Dowód.
Rozpatrzmy osiem liczb

a1 < a2 < a3 < a4 < a5 < a6 < a7 < a8

uporza̧dkowanych od najmniejszej a1 do najwiȩkszej a8.

Wszystkie liczby podzielne przez 5 i przez 8 różne od zera zawieraja̧ czynnik 5 i czynnik 8.
Zatem te liczby sa̧ wielokrotna̧ liczby 5 ∗ 8 = 40 piszemy

5 ∗ 8 ∗ n = 40 ∗ n, n = 1, 2, 3, ...;

lub
40, 80, 120 160, 200, 240, 280, 320, ...; (1)

Z powyszego arytmetycznego cia̧gu liczb z różnia̧ 40 wybieramy te wyrazy które spe lniaja̧
warunek

a8 − a1 = 8 ∗ n, n = 1, 2, 3, ...;

sa̧ to liczby a8 = 9 i a1 = 1.

Wtedy suma ośmiu liczb

suma1 = 1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 + 9 = 10 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7
︸ ︷︷ ︸

2+3+4+6+7+8=30

= 40

dla
a2 = 2, a3 = 3, a4 = 4, a5 = 6, a6 = 7, a7 = 8

Ska̧d wynika, że tylko pierwszy wyraz cia̧gu (1) to jest suma1 = 40 spe lniania waruneki
zadania 6,
Pozosta le wyrazy cia̧gu sum

80, 120 160, 200, 240, 280, 320, ...;

nie spe lniaja̧ warunaku zadania 6
a8 − a1 = 8

natomiast spe lniaja̧ warunek

a8 − a1 = 8n dla n = 2, 3, 4...;

i sa̧ podzielne przez 5 i przez 8.
Koniec dowodu

Zadanie 7 (3 pkt)

Udowidnij, że pole trapezu równoramiennego o wysokości h, w którym przeka̧tnne sa̧ prostopad le,
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jestrówne polu kwadratu, którego bok ma d lugść równa̧ wysokości tego kwadratu.
Rozwia̧zanie.
Rozpatrzmy trapez równoramienny, którego przeka̧tne A, C i B, D przecinaja̧ siȩ pod ka̧tem
prostym

h

A
FE

B

D C D′

Zauważmy, że trójka̧ty ∆AED i ∆FBC sa̧ przytaja̧ce. Przenieśmy trójka̧t ∆AED do
pozycji w której wierzcho lek A pokryje siȩ z wierzcho lkiem C, a wierzcho lek D pokyje siȩ z
wierzcho lkiem B. Nastȩpnie przesuńmy przeka̧tna̧ AC równolegle do pozycji ED′. Ponieważ
przeka̧tne prostoka̧ta EBD′D przecinaja̧ siȩ pod ka̧tem prostym to ten prostoka̧t musi być
kwadratem o boku h.
W ten sposób otrzymamy kwadrat EBD′D, którego pole równe jest polu trapeza równoramiennego
ABCD.

Koniec dowoduu.
Zadanie 8 (3 ptk)

Na rysunku boki kwadratów ABCD i BEGF sa̧ jednakowej d lugości, a punkt H jest
środkiem odpowiednich boków tych kwadratów. Oblicz, ile razy pole sześcioka̧ta BCDHGF

jest wiȩksze od pola każego z rozważanych kwadratów.

oH

E

D
C

A

F

B

G

Rozwia̧zanie
Zauważmy że pole sześcioka̧ta PBCDHGF równe jest 2 razy pole kwadratu PABCD o boku
a, odja̧ć pole czworoka̧ta PABEH
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Dwa pola kwadratu
2PABCD = 2a2

Pola trójka̧ta prostoka̧tnego

PABH =
|AB| ∗ |AH |

2
=

1

2

a

2
∗ a =

a2

4

Pola trójka̧ta prostoka̧tnego

PBEH =
|HE| ∗ |EB|

2
=

1

2

a

2
∗ a =

a2

4

Ska̧d obliczamy pole sześcioka̧ta

PBCDHGF = 2PABCD − (PABH + PBEH) = 2 ∗ a2 − (
a2

4
+

a2

4
) =

3

2
a2

Odpowiedź: Pole szścioka̧ta BCDHGF jest
3

2
razy wiȩksze od polu każdego z tych kwadratów.

Zadanie 9 (3ptk)

Różnca dwóch liczb naturalnych jest równa 32, a ich iloraz wynosi 2 i reszty 6. Co to za
liczby.
Odpowied uzasadnij.

Rozwia̧zanie

Różnica dwóch liczb naturalnych
m− n = 32

a iloraz
m

n
= 2 +

6

n

lub
m = 2n + 6

Ponieważ m = 32 + n to n spe lnia równanie liniowe

32 + n = 2n + 6

Ska̧d obliczamy n = 26 i m = 32 + 26 = 58

Sprwdzamy: różnica m − n = 58 − 26 = 32, oraz
m

n
=

58

26
= 2 +

6

26
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Zadanie 10 (3ptk)

Zosia sklei la wszystkie możliwe modele prostopad lościanów, których d lugości krawȩdzi sa̧
liczbami naturalnymi, natomiast jedna ze ścian każdego z tych prostopad lościanów ma pole
równe 12, a druga 30. Ile modeli prostopad lościanów wykona la Zosia i jakie sa̧ ich objȩtości.
Odpowied uzasadnij.

Rozwa̧zanie

Oznaczmy krawȩdzie prostopad lościanów literami m, n, p

Każdy prostopad lościan ma 6 ścian, krórego ściany sa̧ prostoka̧tami parami przystaja̧cymi
Zatema pola 3 sścian sa̧ odpowiednio równe

m ∗ n = 12 = 2 ∗ 6 = 3 ∗ 4, m ∗ p = 30 = 5 ∗ 6, n ∗ p =?

Rozpatrzmy 4 możliwe warotości parametru m:

m = 2, lub m = 6, lub m = 4, lub m = 3.

Jeżeli m = 2 to

n =
12

2
= 6, p =

30

6
= 5

Pierwszy prostopad lościan ma wymiry

2 x 6 x 5

i objȩtość
V = 2 ∗ 6 ∗ 5 = 60

Jeżeli m = 6 to

n =
12

6
= 2, p =

30

2
= 15

Drugi prostopad lościan ma wymiry 6 x 2 x 15 i objȩtość

V = 6 ∗ 2 ∗ 15 = 180

Jeżeli m = 4 to

n =
12

4
= 3, p =

30

3
= 10

Trzeci prostopad lościan ma wymiry 4 x 3 x 10 i objȩtość

V = 4 ∗ 3 ∗ 10 = 120

Jeżeli m = 3 to

n =
12

3
= 4, p =

30

4
=

15

2

W tym przypadku prostopad lościan nie ma trzech krawȩdzi o wymiarach liczb ca lkowitych.
Odpowied: Istnieja̧ 3 różne prostopad lościany, których krawȩdzie sa̧ liczbami naturalnymi.
Ich objȩtości równe sa̧ odpowiednio 60, 120. 180

Tadeusz Styś


