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Chapter 1

Funkcje wymierne

1
Hyperbola y = —
x

1.1 Okreslenie funkcji wymiernej

Naturalnym rozszrzeniem pojecia wielomiandw sq¢ funkcje wymierne. Mianowicie, iloraz
wielomianow

Pr(x) anx” + apn_12" 1+ -+ a1+ ag
— m 5 1'1
w(x) Qm(x) bix™ + byl 4 - 4 b bO’ 1 (x) 0 ( )

stopni n i m jest jest funkcjg wymierng.

Zauwazmy, ze jezeli mianownik ¢, (z) = constant # 0 jest liczba rézna od zera, to funkcja
wymierna jest wielomianem stopnia n.



Zatem dziedzina funkeji wymiernych w(z) jest zbidr tych liczb rzeczywistych
z € R=(—00,00),
dla ktérych mianownik ¢, (z) # 0 jest rézny od zera, piszemy

Dziedzina w(z): D ={z € (—00,00): takich ze gmn(x)# 0}

1.2 Przyklady funkcji wymiernych

Nizej rozpatrzymy kilka przykladow standardowych funkcji wymiernych.

1.2.1 Hyperbola

Najprostrza funkcja wymierng jest hyperbola w polozeniu kanonicznym na plaszczyznie
kartezjanskie w uktadzie wspoélrzednych x, y

y=—, y=uw(@) z#0

Podamy nastepujace whasnosci tej hyperboli, ktéra dalej oznaczamy y = w(x) :

1. dziedzine,

2. zbidér wartosci,

3. asymptoty hyperboli y = w(x),

4. wykres hypeboli y = w(x).
Dziedzing funkeji wymiernej w(x) jest zbiér liczb rzeczywistych réznych od zera.

Dziedzina funkcji w(z): D ={x € (—oco0,00): z#0.}
Zbiorem wartosci funkcji wymiernej w(x) jest réwniez zbidr liczb rzezywistych réznych od
zera bez punktu z = 0, gdyz i # 0 jest okreslona dla x # 0.
Zbior wartosci funkcjiy =w(z): {y € (—o0,00), takich ze x #0 i y#0.}

Zatem funkcja w(z) nie osiaga wartosci zero, w(z) # 0 dla wszystkich wartosci argumentu
x # 0 dla ktérych jest okreslona. Wykres Hyperboli w postaci kanonicznej

Asymptota pozioma: 0§ x, gdy y

=0
symptota pionowa: oSy, gdy x =0

1
Hyperbola y = —
x

Zauwazmy, ze ta hyperbola ma dwie asymptoty pozioma o$ = i pionowa o$ y.



Istotnie, gdy argument = dazy do dodatniej lub ujemnej nieskonczonosci, piszemy
T — Fo00

to wartosci hyperboli daza do zera

1
w(x)z;—ﬂ), gdy © — Foo

Przyklad 1.1 Rozpatrzmy funkcje wymierng

r—1

y =
Dla tej funkcji wymiernej, ktdrg dalej oznaczamy y = w(x), znajdziemy
1. dziedzine ,
2. zbior wartosci,
3. rozldz funkcje y = w(x) na utamki proste,
4. asymptoty asymptoty funkcji y = w(x),
5

. wykres funkcji y = w(x).

Dziedzing tej funkcji wymiernej jest zbiér liczb rzeczywistych dla ktérych mianownik

x+1#0

jest rézny od zera.

Jasne, ze mianownik jest rézny od zera dla x # —1. Zatem, zbiorem okreslonosci funkcji

wymiernej w(zx) jest zbidr zwany dziedzing

Dziedzinay =w(z): D ={z € (—o0,0) takich, ze x # —1.}

Funkcje wymierng w(z) tatwo zapiszmy wpostaci utamkéw prostych. Mianowicie, dodajac

i oddemujac w liczniku liczbe 2, sprawdzamy, ze

r—1
Tz +1
r—14+2-2
r+1
(x+1)—2
T +1
2

30 *F

y=w(x) =

Zbiorem wartosci funkcji

2
y = w(w) I+1# , T #

jest zbior liczb rzczywistych réznych od 1.
Zbior wartosci funkcjiy = w(z) = {w € (—o0, 0), takich,ze w # 1}

Ponadto funkcja wymierna w(z) osiaga wszystkie wartosci rzeczywiste rézne od 1.



Asymptoty funkcji y = w(x):
Asymptotg poziomg jest prosta réwnolegta do osi x
y=w(z)=1 dla wszystkich rzeczywistych = # —1.

Jezeli x dazy do nieskoniczosci dodatniej lub ujemmnej to wartosci funkeji w(z) daza do 1.

Jezeli x — +oo, to y=w(z)=1-— — 1.
z+1
Asymptotg pionowg jest prosta réwnolegta do osi y przechodzaca przez punk osobliwy x =
—1.
Jezeli x dazy do —1 z lewej lub z prawej strony punktu x = —1, to wartosci funkeji w(x)

daza do plus nieskoniczonosci lub minus nieskonczonosci.

-1, t = = =1- =+ 0.
Pl to g =) =wl) = - —— o
Wykresem tej funkcji wymiernej jest hyperbola
Y
Asymptota pionowa: réwnolegta do osiy, gdy x = —1

) Asymptota pozioma: réwnolegta do osi x, gdy y =1

Zauwazmy, ze ta hyperbola ma dwie asymptoty pozioma y = 1 dla kazdej rzeczywistej
wartodci zmiennej z € (—o0, 00) 1 pionowa przechodzaca przez punkt z = —1, to jest punkt
w ktorym funkcja jest nieokreslona.

Przyklad 1.2 Rozpatrzmy funkcje wymierng

1

:m, y:’LU(.I), o0 < T <0o0.

y =w(z)

Dla funkcji wymiernej y = w(x) znajdziemy
1. dziedzine,
zbior wartosci |

asymptoty funkcji y = w(x),

wykres funkcji y = w(x).



Dziedzing tej funkcji wymiernej jest zbiér liczb rzeczywistych.
Dziedzina funkcji w(z): D = (—oc0 <z <,00).

Zbiorem wartosci tej funkceji jest przedzial [1, 00) liczb rzeczywistych wigkszych lub réwnych
od 1. Istotnie, zauwazamy, ze wartosci tej funkcji spelniajg nieréwnosé

>1, dla —oco<z< oo

1622 + 1
Wykresem tej funkcji wymiernej jest krzywa
WY
1
y = w(z)
1
y =)= e

Funkcja wymierna

= w(z) = 7
T e
ma jedng asymptote pozioma o x, gdy y = 0.
Przyklad 1.3 Rozpatrzmy funkcje wymierng
22 -1 (@) <
= =w(z), —oo<x < 0.
Yy ZI)Z 4 17 Yy )

Dla funkcji w(z) znajdziemy
dziedzine ,
zbior wartosci,

asymptoty funkciy = w(zx),

e v o~

wykres funkcji y = w(x).

Dziedzina tej funkeji wymiernej jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, gdyz mianownik z2+1 > 1
jest dodatni dla kazdego rzeczywistego

z € (—00,00).

Zbiorem wartosci funkcji jest przedziat [—1,1) liczb rzczywistych. Mianowicie, latwo sprawdzamy
nier6wnosc:
z? -1
—-1<
— 2241
Istotnie, funkcje w(z) mozna napisa¢ w postaci réznicy

<1 (1.2)

:c2—1_1 2
x24+1 2 +1

Dodatnia warto$¢ wyrazenia

2 <2

0<zryi=s



jest mniejsza od 2, réwna 2 dla z = 0.

Ponadto 5
< :EZ——H_)()’ gdy x — Foo,
dazy do zera, jezeli z — +oo.

Skad otrzymujemy nieréwnosé (1.2) przez nastepujace oszacowanie

z? -1 ) 2
2 +1 2 +1
< 1, gdy z — Foo,

oraz
e 2
x2+1 22+ 1’
> -1, gdy z==0.
Wykresem funkcji wymiernej
— w(z) = z?—1
v= o241

jest nastepujaca krzywa:

Y

Asymptota pozioma: 7"0’}1 molegta do osi x, gdy y =1

1.2.2 Rozklad funkcji wymiernych na ulamki proste
Utamkiem prostym nazywamy jedna z nastepujacych funkcji wymiernych:

A A Az + B Az + B

A=p*—4¢<0.
z—a (z—a)’ x2+pr+q (22+pr+q)F’ p 7<

dla danej liczby naturalnej k, wspétczynnikéw A, B, p,q i o wyrézniku A < 0 ujemnym.

Przyklad 1.4 Roztoz funkcje wymierng na utamki proste

_2z-1

w(z) 2 —1

Dla funkcji w(z) podaj
1. dziedzine,



zbior wartoéci ,
postad utamka prostego funkcji y = w(x),

asymptoty funkcji y = w(zx),

ARSI

wykres funkcji y = w(x).

Rozwiazanie. Dziedzing tej funkcji wymiernej jest zbiér liczb rzeczywistych dla ktérych mi-
anownik jest rézny od zera. To znaczy

D = {z¢c(-00,00): 2% —1=(z—1)(z+1)#0}
= {z€(-00,00): (x#1)N(z#-1)}
Rozkladu funkcji wymiernej na ulamki proste szukamy metoda wspélczynnikéw nieoznaczonych.
Mianowicie, znajdziemy A i B takie, ze nastepujaca réwnos¢ zachodzi

2z —1 2x — 1 A B

w(@) 22—1 (z—1)(z+1) :c—1+:c—|—1

dla kazdego = € D z dziedziny funkeji w(x), to znaczy dla kazdego z # —1 1z # 1.
Zatem, wspolczynniki A i B wyznaczamy z tozsamosci

2 — 1 A B

(z—-1D(x+1) :c—1+:c—|—1

ktora jest spelniona dla kazdego « # —1 1 x # 1.
Napiszemy ta tozsamosé o wspdélnym mianowniku

2z —1 A(x+1)+B(xz—-1 (A+B)x+(A-B)

(x—1)(z+1) (z—D(xz+1) (z-D(x+1)

Poréwnujac wspdlczynniki przy x i wyrazy wolne w liczniku, otrzymamy réwnania na niewiadome
AiB

A+B=2, A-B=-1.
Obliczamy

A=B-1, (B-1)+B=2, 2B=3.

Skad znajdujemy

3 3 1
Odpowiedz: Rozklad funkcji wymiernej w(z) na utamki proste

20 + 1 3 1
w@) = T T o) e,

1.3 Zadania

Zadanie 1.1 Dla danej funckcji wymiernej

podaj
1. dziedzine funkcji w(x),
2bidr wartosci funkcji w(x),
postad utamka prostego funkcji w(x),

asymptoty funkcji w(x),

ARSI

Naszkicuj wykres funkceji y = w(x).



Zadanie 1.2 Dila nastepujgcej funkcji wymiernej:

() w@) =22,
(i) ww) =522,

podaj
1. dziedzine dunkcji w(x),
2. zbidr wartodci funkcji w(x),
3. asymptoty funkcji w(zx),
4. Roztéz na ulamki proste funkcje w(x),
5. Naszkicuj wykres funkcji y = w(zx).

Zadanie 1.3 Rozitoz funkcje wymierng na utamki proste

w(z) = z° -9

1. dziedzine funkcji w(x),

2. zbidr wartodci funkcji w(zx),

3. asymptoty funkcji w(z),

4. Naszkicuj wykres funkcji y = w(x).

(z—3)(z2+4)

10
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