SZKOLA PODSTAWOWA HELIANTUS
02-892 WARSZAWA
ul. BAZANCIA 16

TEMAT 14.1: FUNKCJA LOGARYTMICZNA,
5 godzin lekcyjnych po 45 minut
Tadeusz STYS

Y
?’ Funkcja logarytmiczna y = log, «
p 1
—4 -3 -2 -1 0 . 1 2 3 4
91
Wykres funkcj logarytmicznej, gdy a > 1



Contents

1 Funkcja logarytmiczna

1.1 Okreslenie funkcji logarytmicznej

1.2 Logarytm naturalny . .

1.2.1  Witasnosci funkcji logarytmicznej

1.3 Réwnania logarytmiczne
1.3.1 Zadania . . ...



Chapter 1

Funkcja logarytmiczna

1.1 Okreslenie funkcji logarytmicznej

Funkcja logarytmiczna jest funkcja odwrotna do funkcji wyktadniczej. To znaczy, jezeli
funkcja wyktadnicza ustala zaleznos¢ zmiennej y od zmiennej x wzorem

y=a", a>0, a#1
to funkcja odwrotna ustala zalezno$¢ zmiennej x od zmiennej y wzorem
x = logq v, y > 0.

Wtedy stala @ > 0, a # 1 lub 0 < a < 1 nazywamy podstawa logarytmu.
Zatem dziedzing funkcji logarymicznej jest zbiér wartosci fynkeji wykladniczej

D={y: 0<y< oo}
natomiast zbiorem wartosci fnkcji logarytmicznej jest dziedzina funkcji wykladnczej
R={z: 0<z< oo}
Na przyklad logarytm dziesigtny, gdy a = 10 piszemy
x = logig Y, dla y>0

Logarytm dziesietny jest zwiazany z systemem liczbowym pozycyjnym dziesietnym standar-
dowym. Bez istotnej zmiany, mozemy zamieni¢ role zmiennych z i y. Mianowicie, zmienng
niezalezna oznaczamy litera x, natomiast zmienna zalezna oznaczamy litera y, ktora zalezy
od z.

Logarytm dziesigtny, jako standardowy, oznaczamy symbolem
y =log x, x>0,

bez pisania podstawy logarytmy 10.

Funkcja logarytmiczna jest rosna dla podstawy wiekszej od jednosci a > 1, jest malejaca,
jezeli podstawa 0 < a < 1.
Rozpatrzmy wykres funkcji odwrotnej

y = logs , 0<x<oo
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1.2 Logarytm naturalny
Logarytme naturalny jest odwrota funkcja do funkcj potegowe;j
y=e", lub y = Explx], —00 < & < 00.
Tutaj podstawa
e = 2,71828182845904523536028747135266249775724709369995.. .;
jest liczba rzeczywista o nieskoniczonej ilosci cyfr.
1.2.1 Wilasnosci funkcji logarytmicznej
1. Wartos¢ funkcji logarytmicznej

y=g(x) =log,x



dla x = 1 réwna jest zero.

g(1) =log, 1 =0, poniewaz a® =1, a>0, a#1.
. Wartos¢ funkcji logarytmicznej

y=g(a) =log, =

dla x = a réwna jest jeden.

gla) =log, =1, poniewaz a' =a, a >0, a#1.
. funkcja logarytmiczna od iloczynu argumentéw rowna jest sumie wartosci

loge x *xt =logax + loge t, >0, t>0, a>0, a#1.

W symbolach ogélnych ta wlasnos¢ piszemy

g(@) = log, @, glz+1) = g(@) +g(t), @ >0, ¢ >0,

Istotnie sprawdzamy, ze

y1 = log, x, to r=a¥, a>0, a#1,
Y2 = loga t, to t=a"?, a>0, a#1l.
Skad znajdujemy
xxt = a" *xa¥?2 =a"""2 q>0, a# 1.
loge xxt = log, a2 = y; +ys = log, © + log, t

. funkcja logarytmiczna od ilorazu argumentéw réowna jest réznicy wartosci
loga%:logaaz—logat, x>0, t>0, a>0, a#1.
W symbolach ogélnych ta wlasnos¢ piszemy
gla) =log, =, g() = g(x) = g(t), >0, t>0.

Istotnie sprawdzamy, ze

y1 = log, x, to r=a¥, a>0, a#1,
Yo = log, t, to t=a¥?, a>0, a#l.
Skad znajdujemy
T aYt
— — — — aY17Y2
; = =0 , a>0, a#l

loga % = log, a2 =y —ya =log, T —log, t



5. funkcja logarytmiczna od argumentu z*, k = 0,1,2,3,...,; réwna jest iloczynowi
wyktadnika potegi k razy logarytm podstawy potegi

loge ¥ =k xlogex, x>0, k=0,1,2,3,..;
Witasnosé ta bezposrednio wynika z wlasnosci 2 o logarytmie z iloczynu. Mianowicie

log, ¥ =log, x*x*---xx =1log, = +log, 4 +log, v =k xlog,

k k

6. funkcja logarytmiczna od argumentu z» réwna jest logarytmowi
log 2™ =m=xlog ¥z
Mianowicie sprawdzamy korzystajac z wlasnosci funkcji logarytmiczej i wykladniczej

log, =7 =log, /x+log, ¥z +---+log, ¥z =mxlog, Vz.

m

7. Przy zatozeniach a > 0, a # 1, ¢ > 0, ¢ # 1, b > 0, mozemy zmieni¢ podastawe a
logarytmu log, b na podstawe ¢ wedlug wzoru

log . b

loge b=
log. a

Dla sprawdzenia tego wzoru wprowadzmy oznaczenia
p=log, b, g=log. b, r=log, a

Z definicji logarytmu mamy

b=aP, b=cl, a=c
Skad wynika réwnosé
b= ("), b=,
log. b=p=*rlog.c, log.c=1,
log.b=p=*r, log,. b =log, b * log, a,
log.b
10ga b= ia
log. a
8. W przypadku ¢ = b zamiana podstawy z liczba logarytminowana b prowadzi do
odwrotnosci logarytmu
log,b =
o9 log, a
Rzeczywiscie z wlasnosci 7, dla ¢ = b mamy
log, b 1
logab = 2802 _ bo log,b=1

log,a  log,a’
Przykilad 1.1 Oblicz logarytm

(1) log, 64, (17) logs125



Prosto z definicji logarytmu obliczamy
(i)  log, 64 =1log,25=6, bo 2°=064,
(ii)  logs 125 =1logs5° =5 bo 5% =125.

Przyklad 1.2 Oblicz wartosé wyrazen logarytmicznych

. logs 625
@ g5
g3
logg 5
(i) 2.
logy 5

(iii) logy(log, V'5) — log,(log, 5),

Korzystajac z wlasnosci logarytméw, obliczamy

Q) log3 625  logg5*  4logyb
logs5  logsb  logsb
. logg 5 log, 5 1
(ZZ) = = =
log,5  logy8logy, 5  log, 23

=4

1

3

logy V5 1 logy V5
1Og2 5 ) 10g2 \/5

(i11)  logy(log, \/g) — log,(log, 5) = log,

Przyklad 1.3 Oblicz wartosé wyrazen logarytmicznych
(i)  logy(log, 16),
(7) logs(logs 125).
Korzystajac z wlasnosci logarytméw, obliczamy
(1)  logy(logy 16) =log,2log, 4 =log, 2 =1,
(i3) logs(logs 125) = logs logs 5° = logy 3logs 5 = logy 3 = 1,

Zadanie 1.1 Oblicz logarytm
(1) logs 81, (75) log; 16807

Zadanie 1.2 Oblicz wartosé¢ wyrazen logarytmicznych

. log- 3125
0 g5
g7
1
(i) 2,
logs 2

(iti) logz(logs VT) —logs(log; 7),

Zadanie 1.3 Oblicz wartosé¢ wyrazen logarytmicznych
(i)  logs(logs 3125),
(7) log,(logs 6561).



1.3 Roéwnania logarytmiczne

Roéwnanie w ktérym niewiadoma wystepuje pod znakiem logarytmu nazywa sig¢ réwnaniem
logarytmicznym. Rozwigzujac réwnanie logarytmiczne w pierwszej kolejnosci nalezy okresli¢
dziedzing réwnania. To jest ten zbiér argumentu x dla ktérego rownanie logarytmiczne
ma sense liczbowy. W dziedzinie réwnania logarytmicznego szukamy jego pierwiastaka.
Okreslenie dziedziny réwnania jest istotne, poniewaz rozwiazujac rownanie orginalne przek-
sztalcamy to rownania w réwnania o prosztrzej strukturze, ktére moga mieé¢ pierwiastki
spoza dziedziny réwnania orginalnego, nazywane pierwiastkamiobcymi. Metody rozwigzywania
rownan logarytmicznych oparte sa na witasnosciach funkcji logarytmicznej i wykladnicze;j.
Nizej na przykladach wyjadniamy sposoby rozwiazywania réwnan logarytmicznych.

Przyklad 1.4 Rozwigz réownanie
logoz =4

Rozwiazanie:
Najpierw okreslamy dziedzing réwnania logarytmicznego. Mianowicie, logarytm jest okreslony
tylko dla dodatnich wartosci argumentu x. Zatem dziedzing tego réwnania jest zbior x > 0.
piszemy

O<z<oo lub z€(0,00).

7Z definicji logarytmu jako funkcji odwrotnej do funkcji wyktadniczej wynika réwnosé
z =2*=16.
Sprawdzamy, ze rozwigzanie x = 16 € (0, c0) nalezy do dziedziny réwnania oraz
log, 2* = 4log,2 =4, log,2=1.
Przyklad 1.5 Rozwigz réownanie
logs (5 — ) 4+ logs (b +x) =2

Rozwiazanie:
Najpierw okreslamy dziedzing réwnania logarytmicznego. Mianowicie, logarytm jest okreslony
tylko dla dodatnich wartosci argumentu

5—z>0 7 54+x>0.
Zatem dziedzing tego réwnania jest zbidr
<5 lub x> —5.
Wtedy piszemy dziedzineg tego réwnania jako odcinek otwarty
—5<x<b lub x € (-5,5).
7 wlasnodci sumy logarytmow wynika rownoscé
logs (5 — ) +1ogs(5 + ) =logs (b — ) (5 + z) = 2.
7 definicji logarytmu mamy rownoscé



Obliczamy pierwiastki kwadratowe
Va2 =|z|, V16=4.
Skad mamy dwa rozwiazania

gdy lx|=4to 1 =—-4 lub zo=4.

Sprawdzamy, ze rozwigzanie 1 = —4 € (=5,5) i xo = 4 € (—5,5) nalezy do dziedziny
rownania

logs(5+4) +logg(5—4) = logz9x1=1log;3%=2

oraz

logs(5—4) +logg(5+4) = loggl#*9=logs3? =2.
Zauwazamy, ze oba rozwigzania x1 = —4 € (=5,5) i x2 = 4 € (—5,5) naleza do dziedziny

tego rownania. Zaznaczmy dziedzine i rozwigzanie na osi liczbowej

) $1:—4 0 $2:4 5

O$ liczbowa. Dziedzina réwnania przedzial otwarty (—5,5)

Przyklad 1.6 Rozwigz réownanie
logs(x — —2) +logg(x —4) =1

Rozwiazanie:
Najpierw okreslamy dziedzing réwnania logarytmicznego. Mianowicie, logarytm jest okreslony
tylko dla dodatnich wartosci argumentu

r—2>0 ¢ z—-4>0.
Zatem dziedzing tego réwnania jest zbiér
x>2 lub x> 4.
Wtedy piszemy dziedzing tego réwnania jako odcinek nieskoriczony lewo stronnie otwarty
x >4 lub z € (4,0).
7 wlasnodci sumy logarytmow wynika rownoscé
logs(x — 2) + logs(x — 4) = logg(z — 2)(x — 4) = 1.
7 definicji logarytmu mamy rownoscé
(x—2)(x—4)=3" lub 2> —6x+8=3 lub 2> —62+5=0.
Obliczamy pierwiastki réwnania:

Wyréznik réwnania
22 —6r+5=0

o wspolczynnikacha =1,=—6, c=5

A=b—4dxaxc=62—4%1%5=236—20=16.
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Skad obliczamy pierwiastki réwnania

6+4

= O.
2

1 —14 1
x1:§(6—\/ﬁ):6T:1, 362:5(6“‘\/%)

Sprawdzamy, ze obcy pierwiastek z1 = 1 ¢ (4, 00) nie nalezy do dziedziny réwnania, nato-
miast pierwiastek xo = 5 € (4,00) nalezy do dziedziny réwnania. Zatem sprawdzamy, ze
drugi pierwiastek x5 = 5 spelnia réwnanie

logs (b —2) +1logs(b—4) = logg3x1=logz3=1

Zauwazamy, ze tylko pierwiastek xo = 5 € (4, 00) nalezy do dziedziny tego réwnania. Zaz-
naczmy dziedzine i rozwiazanie na osi liczbowej

-1 0 1 2 3 4 To =5

O¢ liczbowa. Dziedzina réwnania przedzial otwarty (4, 0o)

Przyklad 1.7 Rozwigz réownanie

log,(log, x) =1.

Rozwiazanie:
Dziedzing tego réwnania jest zbor tych x dla ktorych

logy z >1, z>4, z¢€(4,00)
7 definicji logarytmu wiemy, ze jezeli
log, = =2'

to
r=4%  x=16.

Rozwiazanie x = 16 € (4, 00) nalezy do dziedziny.
Sprawdzamy, ze x = 16 spelnia réwnanie
logy(logy 16) = logy(log, 4)
= log,(2log,4)

log,2 =1

1.3.1 Zadania

Zadanie 1.4 Podaj dziedzine @ znajdZ rozwigzanie rownania
log, x =3
Zadanie 1.5 Podaj dziedzine @ znajdZ rozwigzanie rownania
log,(1 — ) — log, (1 +z) =0.
Zadanie 1.6 Rozwig? rownanie

logy(x — 1) 4+ logy(z —2) =1



Zadanie 1.7 Rozwig? rownanie

Zadanie 1.8 Rozwig? rownanie

2log(z —1) =1

log,(logg x) = 1.
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